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Построение высокоточных разностных
схем для нагруженных волновых
дифференциальных уравнений

с граничными условиями первого рода

В прямоугольной области изучены первая начально-краевая задача для одно-
мерных по пространству нагруженных волновых уравнений. Для численного
решения исходных задач построены разностные схемы повышенного порядка
точности, аппроксимирующие эти задачи на равномерной сетке. Методом энер-
гетических неравенств выведены оценки решений задач в разностной трактов-
ке. Из полученных априорных оценок следуют единственность, а также непре-
рывная и равномерная зависимость решения от входных данных рассматрива-
емых задач и, в силу линейности рассматриваемой задачи, сходимость решения
разностной задачи к решению соответствующей дифференциальной задачи со
скоростью сходимости O(h4 + τ2).
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Введение

Моделирование многих физических процессов приводит к частным дифферен-
циальным волновым уравнениям. Волновые уравнения часто характеризуются вы-
сокими градиентами и резкими изменениями, что делает их сложными для чис-
ленного решения. Разностные схемы повышенного порядка аппроксимации позво-
ляют эффективно моделировать такие процессы благодаря своей высокой точности
и численной устойчивости. Они могут использоваться для решения различных ти-
пов волновых уравнений, включая уравнения в частных производных, описывающие
акустические волны, электромагнитные волны и механические колебания.
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Настоящая работа посвящена исследованию первой начально-краевой задачи для
одномерных по пространству нагруженных дифференциальных волновых уравне-
ний. Для приближенного решения рассматриваемых задач построены разностные
схемы повышенного порядка точности, аппроксимирующие эти задачи на равномер-
ной сетке. Доказаны леммы, на основе которых методом энергетических неравенств
получены априорные оценки в разностной трактовке. Из полученных оценок следу-
ют единственность и устойчивость решения по правой части и начальным данным,
а также — в силу линейности разностных задач — сходимость решения разност-
ной задачи к решению соответствующей дифференциальной задачи со скоростью
сходимости O(h4+τ2), если это решение существует в классе гладкости C6,4(D).

Численным методам решения различных краевых задач для нагруженных диф-
ференциальных уравнений в частных производных посвящены работы [1–5]. Постро-
ению разностных схем повышенного порядка аппроксимации посвящены работы ав-
торов [6–12].

Настоящая работа является непосредственным продолжением серии работ авто-
ра в этом направлении [4,5,10–12], в которых в основном были предложены разност-
ные методы решения начально-краевых задач для нагруженных уравнений тепло-
проводности и уравнений Аллера.

1. Постановка задачи

В замкнутом прямоугольнике D= {(x,t) : 0⩽x⩽ l,0⩽ t⩽T} рассмотрим первую
начально-краевую задачу для нагруженного дифференциального волнового уравне-
ния

utt = k(t)uxx −
m∑
s=1

qs(x, t)u(ξs, t) + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t ⩽ T, (1)

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T, (2)

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), 0 ⩽ x ⩽ l, (3)

где

0 < c0 ⩽ k(t) ⩽ c1, |kt, qs, qs,x̄x| ⩽ c2, s = 1, 2, ... ,m,

k ∈ C2[0, T ], qs, f ∈ C4,2(D), u ∈ C6,4(D), u0, u1 ∈ C4(0, l), (4)

а также выполнены условия согласования в угловых точках, ξs, (s= 1,2, ... ,m) —
произвольные точки интервала (0,l) : 0<ξ1<...<ξm<l.

2. Устойчивость и сходимость разностной схемы

Для численного решения исходной задачи (1)–(3) применим метод конечных раз-
ностей. Для этих целей введём равномерную сетку ω̄hτ = ω̄h× ω̄τ =

{
(xi,tj)∈D

}
, где

ωh =

{
xi = ih, i = 1, N − 1, h =

l

N

}
, ωτ =

{
tj = jτ, j = 1, j0 − 1, τ =

T

j0

}
,
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ωhτ = {(xi, tj) : 1 ⩽ i ⩽ N − 1, 1 ⩽ j ⩽ j0 − 1} ,
ω̄h =

{
xi, i = 0, N

}
, ω̄τ =

{
tj , j = 0, j0

}
, ω̄hτ = {(xi, tj) : 0 ⩽ i ⩽ N, 0 ⩽ j ⩽ j0} ,

На сетке ω̄hτ задаче (1)—(3) поставим в соответствие разностную схему порядка
аппроксимации O(h4+τ2):

Hhyt̄t = ay
(σ,σ)
x̄x −

m∑
s=1

Hhdsỹ
(σ,σ)(ξs, tj) +Hhφ, (x, t) = (x, tj) ∈ ωh,τ , (5)

y0 = yN = 0, t ∈ ω̄τ , (6)

y(x, 0) = u0(x), yt(x, 0) = ū1(x), x ∈ ωh, (7)

где

a = aj = k(tj+ 1
2
), djs,i = qs(xi, tj+ 1

2
), a(−1) = aj−1, φj

i = f
j+ 1

2
i = f(xi, tj+ 1

2
),

Hhy
j
i =

1

12

(
yji+1 + 10yji + yji−1

)
= yji +

h2

12
yjx̄x,i, i = 1, ... , N − 1,

ū1(x) = u1(x) +
τ

2

[
k(0)u′′(x, 0)−

m∑
s=1

qs(x, 0)u0(ξs) + f(x, 0)

]
, x ∈ ωh,

y(σ,σ) = σŷ + (1− 2σ)y + σy̌ = y + στ2yt̄t, ẙt = 0.5(ŷt̄ + yt̄),

ŷ = yj+1, y̌ = yj−1, y = yji = y(xi, tj), xis ⩽ ξs ⩽ xis+1,

ỹ(ξs, tj) =
(ξs − xis)(ξs − xis+1)(ξs − xis+2)

−6h3
yjis−1+

+
(ξs − xis−1)(ξs − xis+1)(ξs − xis+2)

2h3
yjis +

(ξs − xis−1)(ξs − xis)(ξs − xis+2)

−2h3
yjis+1+

+
(ξs − xis−1)(ξs − xis)(ξs − xis+1)

6h3
yjis+2,

ỹ(σ,σ)(ξs, tj) = σỹ(ξs, tj+1) + (1− 2σ)ỹ(ξs, tj) + σỹ(ξs, tj−1) = ỹ(ξs, tj) + στ2ỹt̄t(ξs, tj).

В дальнейшем будем считать, что h<min{ξ1,l−ξm}.
Найдем априорную оценку решения (5)–(7) методом энергетических неравенств,

в связи с чем введем скалярные произведения и норму в виде

(y, v) =

N−1∑
i=1

yivih, (1, y2) = ∥y(·, t)∥20 = ∥y∥20, (y, v] =

N∑
i=1

yivih, (1, y2] = ∥y]|20.

Справедливы следующие леммы.

Лемма 1. [13, Лемма 3, с. 109]. Для всякой функции y(x), заданной на равно-
мерной сетке ω̄h и обращающейся в нуль при x = 0 и x = l, справедливы оценки

h2

4
∥yx̄]|20 ⩽ ∥y∥20 ⩽

l2

8
∥yx̄]|20.

Лемма 2. Для всякой функции y(x), заданной на равномерной сетке ω̄hτ , спра-
ведливо равенство

yẙt =
1

4

(
y2 + y̌2

)
t
− τ2

4

(
(yt̄)

2
)
t
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассуждения проведём по аналогии с [13], тогда имеем

yẙt = yj
yj+1 − yj−1

2τ
=

yj+1yj − yjyj−1

2τ
=

1

2

(
yjyj−1

)
t
=

1

4

(
2yjyj−1

)
t
=

=
1

4

(
(yj)2 + (yj−1)2 − (yj)2 + 2yjyj−1 − (yj−1)2

)
t

=
1

4

(
(yj)2 + (yj−1)2 − ((yj − yj−1)2

)
t
=

1

4
(y2 + y̌2)t −

τ2

4
(y2t̄ )t.

Следовательно,
yẙt =

1

4
(y2 + y̌2)t −

τ2

4
(y2t̄ )t.

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. [11]. Для всякой функции y(x), заданной на равномерной сетке ω̄hτ ,
справедливы оценки

1

3
∥y∥20 ⩽ ∥Hhy∥20 ⩽

20

9
∥y∥20

при y0 = yN = 0.

Лемма 3 представляет собой исправленную формулировку (9) [11, c. 8]: в правой
части неравенства исправлена опечатка — заменено 10

9 на 20
9 . Доказательство не

приводится, поскольку оно повторяет преобразования (8), (9) в [11, c. 8].

Лемма 4. Для любой функции y(x), заданной на сетке ωh, справедливо нера-
венство

max
x∈ωh

y2(x) ⩽ ε∥yx ]|2 +
(
1

ε
+

1

l

)
∥ y∥2,

где ε — произвольная положительная постоянная, l — длина интервала, на котором
введена сетка ωh.

Лемма 4 следует из [14, Лемма 1] при α=1.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (4), тогда если σ ⩾ 1√
2
, h ⩽

√
6c0(σ − 1

2 )τ ,
τ ⩽ τ0(c0, c1, c2, σ, T, l,m), то для решения разностной задачи (5)–(7) справедлива
априорная оценка

∥yj+1∥21 ⩽ M

[
j∑

j′=1

∥φj′∥20τ + ∥y1∥21

]
,

где M = const > 0, не зависящая от h и τ ,

∥y∥1 =

[
∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 +

(
σ − 1√

2

)
τ2∥yx̄t̄]|20

] 1
2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. С целью найти априорную оценку решения задачи (5)–(7)
умножим уравнение (5) скалярно на 2τ ẙt = τ(ŷt̄ + yt̄):

(Hhyt̄t, 2τ ẙt) =
(
ay

(σ,σ)
x̄x , 2τ ẙt

)
−

(
m∑
s=1

Hhdsỹ
(σ,σ)(ξs, tj), 2τ ẙt

)
+ (Hhφ, 2τ ẙt) . (8)
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Пользуясь леммами 1–4, преобразуем каждое слагаемое, входящее в (8):

(Hhyt̄t, 2τ ẙt) =

(
yt̄t +

h2

12
yx̄xt̄t, 2τ ẙt

)
= (yt̄t, 2τ ẙt) +

(
h2

12
yx̄xt̄t, 2τ ẙt

)
. (9)

Преобразуем слагаемые, входящие в правую часть (9), тогда получим

(yt̄t, 2τ ẙt) = (ŷt̄ − yt̄, ŷt̄ + yt̄) =
(
1, ŷ2t̄ − y2t̄

)
=
(
τ, (y2t̄ )t

)
= (τ, ȳ2t̄ )t = τ

(
∥yt̄∥20

)
t
, (10)

h2

12
(yx̄xt̄t, 2τ ẙt) = −h2

12
(yx̄t̄t, 2τyx̄̊t] = −h2

12
(1, (ŷx̄t − yx̄t) (ŷx̄t + yx̄t)] =

= −h2

12

(
1, ŷ2x̄t − y2x̄t

]
= −h2τ

12

(
1,
(
y2x̄t̄
)
t

]
= −h2τ

12

(
∥yx̄t̄]|20

)
t
.

(11)

Учитывая (10), (11), из (9) находим

(Hhyt̄t, 2τ ẙt) = τ
(
∥yt̄∥20

)
t
− h2τ

12

(
∥yx̄t̄]|20

)
t
, (12)(

ay
(σ,σ)
x̄x , 2τ ẙt

)
= −

(
ay

(σ,σ)
x̄ , 2τyx̄̊t

]
= −

(
ayx̄ + aστ2yx̄t̄t, 2τyx̄̊t

]
=

= − (2aτ, yx̄yx̄̊t]−
(
2στ3a, yx̄t̄tyx̄̊t

]
.

(13)

Преобразуем слагаемые, входящие в правую часть (13). Тогда получим

− (2aτ, yx̄yx̄̊t] = −
(τ
2
a,
(
y2x̄ + y̌2x

)
t
− τ2

(
y2x̄t̄
)
t

]
=

= −τ

2

(
a(−1), y2x̄ + y̌2x̄ − τ2y2x̄t̄

]
t
+

τ

2

(
at̄, y

2
x̄ + y̌2x̄ − τ2y2x̄t̄

]
,

(14)

−
(
2στ3a, yx̄t̄tyx̄̊t

]
= −

(
τ2σa, (ŷx̄t − yx̄t̄) (ŷx̄t̄ + yx̄t̄)

]
= −

(
στ2a, ŷ2x̄t̄ − y2x̄t

]
=

= −στ3
(
a,
(
y2x̄t̄
)
t

]
= −στ3

(
a(−1), y2x̄t̄

]
t
+ σt3

(
at̄, y

2
x̄t

]
.

(15)

Учитывая (14), (15), из (13) получаем(
ay

(σ,σ)
x̄x , 2τ ẙt

)
= −τ

2

(
a(−1), y2x̄ + y̌2x̄ − τ2y2x̄t

]
t
+

τ

2

(
at̄, y

2
x̄ + y̌2x̄ − τ2y2x̄t̄

]
−

−στ3
(
a(−1), y2x̄t̄

]
t
+ στ3

(
at̄, y

2
x̄t̄

]
= −τ

(
a(−1)

2
, y2x̄ + y̌2x̄

]
t

−

−τ

(
a(−1), τ2

(
σ − 1

2

)
y2x̄t̄

]
t

+ τ
(at̄
2
, y2x̄ + y̌2x̄

]
+ τ

(
at̄, τ

2

(
σ − 1

2

)
y2x̄t̄

]
,

(16)

−

(
m∑
s=1

Hhdsỹ
(σ,σ)(ξs, tj), 2τ ẙt

)
=

= −

(
m∑
s=1

Hhdsỹ(ξs, tj), 2τ ẙt

)
−

(
m∑
s=1

στ2Hhdsỹt̄t(ξs, tj), 2τ ẙt

)
.

(17)

Преобразуем слагаемые, входящие в правую часть (17), с учетом леммы 4, тогда
получим

−

(
m∑
s=1

Hhdsỹ(ξs, tj), 2τ ẙt

)
= −2τ

m∑
s=1

ỹ(ξs, tj) (Hhds, ẙt) ⩽
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⩽ τ

m∑
s=1

(
ỹ2(ξs, tj) + (Hhds, ẙt)

2
)
⩽

⩽ τ

m∑
s=1

(
M1

(
max

{
|yjis−1|, |y

j
is
|, |yjis+1|, |y

j
is+2|

})2
+ (Hhds, ẙt)

2

)
⩽

⩽ M2τ
(
∥yx̄]|20 + ∥y∥20 +

(
1, y2

t̊

))
⩽ M2τ

(
∥yx̄]|20 + ∥y∥20 +

1

4

(
1, (ŷt̄ + yt̄)

2
))

⩽

⩽ M2τ
(
∥ŷt̄∥20 + ∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y∥20

)
, (18)

−

(
m∑
s=1

στ2Hhdsỹt̄t(ξs, tj), 2τ ẙt

)
= −2στ

m∑
s=1

τ2ỹt̄t(ξs, tj) (Hhds, ẙt) =

= −στ

m∑
s=1

τ
(
ˆ̃yt̄(ξs, tj)− ỹt̄(ξs, tj)

)
(Hhds, ŷt̄ + yt̄) ⩽

⩽
1

2
στ

m∑
s=1

(
τ2
(
ˆ̃yt̄(ξs, tj)− ỹt̄(ξs, tj)

)2
+ (Hhds, ŷt̄ + yt̄)

2

)
⩽

⩽ M3στ

m∑
s=1

(
ˆ̃y
2

t̄ (ξs, tj)τ
2 + ỹ2t̄ (ξs, tj)τ

2 +
(
1, (ŷt̄ + yt̄)

2
))

⩽

⩽ στ3εM4

(
∥ŷt̄x̄]|20 + ∥yt̄x̄]|20

)
+Mε

5 τ
(
∥ŷt̄∥20 + ∥yt̄∥20

)
. (19)

Учитывая (18), (19), из (17) находим

−

(
m∑
s=1

Hhdsỹ
(σ,σ)(ξs, tj), 2τ ẙt

)
⩽

⩽ στ3εM4

(
∥ŷt̄x̄]|20 + ∥yt̄x̄]|20

)
+M2τ

(
∥yx̄]|20 + ∥y∥20

)
+Mε

6 τ
(
∥ŷt̄∥20 + ∥yt̄∥20

)
.

(20)

(Hhφ, 2τ ẙt) = τ (Hhφ, ŷt̄ + yt̄) ⩽ τ

(
1, (Hhφ)

2
+

1

4
(ŷt̄ + yt̄)

2

)
⩽

⩽ τ

(
1, (Hhφ)

2
+

1

2
ŷ2t +

1

2
y2t̄

)
= τ∥Hhφ∥20 +

τ

2

(
∥ŷt̄∥20 + ∥yt̄∥20

)
⩽

⩽
20

9
∥φ∥20τ +

τ

2

(
∥ŷt̄∥20 + ∥yt̄∥20

)
. (21)

Учитывая полученные оценки (9)–(21), из (8) находим

τ
(
∥yt̄∥20

)
t
− h2τ

12

(
∥yx̄t̄]|20

)
t
+ τ

(
a(−1)

2
, y2x̄ + y̌2x̄

]
t

+ τ

(
a(−1), τ2

(
σ − 1

2

)
y2x̄t̄

]
t

⩽

⩽ εστ3M4

(
∥ŷt̄x̄]|20 + ∥yt̄x̄]|20

)
+M2τ

(
∥yx̄]|20 + ∥y∥20

)
+ τMε

7

(
∥ŷt̄∥20 + ∥yt̄∥20

)
+

+τ
(at̄
2
, y2x̄ + y̌2x̄

]
+ τ

(
at̄, τ

2

(
σ − 1

2

)
y2x̄t̄

]
+

20

9
∥φ∥20τ.

(22)

Просуммировав (22) по j′ от 1 до j, получим

∥yt̄∥20 +
c0
2

(
∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20

)
+

(
c0τ

2

(
σ − 1

2

)
− h2

12

)
∥yx̄t̄]|20 ⩽
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⩽ εστ2M4

j∑
j′=1

(
∥ŷt̄x̄]|20 + ∥yt̄x̄]|20

)
τ+

+Mε
8

j∑
j′=1

[
∥ŷt̄∥20 +∥yt̄∥20 +∥yx̄]|20 +∥y̌x̄]|20 +∥y∥20 +c2τ

2

(
σ − 1

2

)
∥yx̄t̄]|20 +∥φ∥20

]
τ +

+M9

[
∥y1t̄ ∥

2
0 +

c2
2

(
∥y1x̄]|20 + ∥y0x̄]|20

)
+

(
c2τ

2

(
σ − 1

2

)
− h2

12

)
∥y1x̄t̄]|

2
0

]
.

(23)

Выбирая σ> 1
2 , h⩽

√
6c0(σ− 1

2 )τ , из (23) находим

∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 + τ2
(
σ − 1

2

)
∥yx̄t̄]|20 ⩽ εστ2M4

j∑
j′=1

(
∥ŷt̄x̄]|20 + ∥yt̄x̄]|20

)
τ+

+Mε
10

j∑
j′=1

[
∥ŷt̄∥20 + ∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 + ∥y∥20 + τ2

(
σ − 1

2

)
∥yx̄t̄]|20

]
τ+

+M11

 j∑
j′=1

∥φ∥20τ + ∥y1t̄ ]|
2
0 + ∥y1x̄]|20 + ∥y0x̄]|20 + τ2

(
σ − 1

2

)
∥y1x̄t̄]|

2
0

 .

(24)

В (24) преобразовав
j∑

j′=1

(
∥ŷt̄x̄]|20+∥yt̄x̄]|20

)
τ и

j∑
j′=1

(
∥ŷt̄∥20+∥yt̄∥20

)
τ , получим

j∑
j′=1

(
∥ŷt̄x̄]|20 +∥yt̄x̄]|20

)
τ=

j∑
j′=1

∥yj
′+1

t̄x̄ ]|20τ+
j∑

j′=1

∥yj
′

t̄x̄]|
2
0τ=

j+1∑
j′=2

∥yj
′

t̄x̄]|
2
0τ+

j∑
j′=1

∥yj
′

t̄x̄]|
2
0τ =

= τ∥yj+1
t̄x̄ ]|20 + τ∥y1t̄x̄]|

2
0 + 2

j∑
j′=2

∥yj
′

t̄x̄]|
2
0τ ⩽ τ∥yj+1

t̄x̄ ]|20 + τ∥y1t̄x̄]|
2
0 + 2

j∑
j′=1

∥yj
′

t̄x̄]|
2
0τ,

(25)

j∑
j′=1

(
∥ŷt̄∥20 + ∥yt̄∥20

)
τ=

j∑
j′=1

∥yj
′+1

t̄ ∥20τ +

j∑
j′=1

∥yj
′

t̄ ∥20τ =

j+1∑
j′=2

∥yj
′

t̄ ∥20τ+
j∑

j′=1

∥yj
′

t̄ ∥20τ=

= τ∥yj+1
t̄ ∥20 + τ∥y1t̄ ∥

2
0 + 2

j∑
j′=2

∥yj
′

t̄ ∥20τ ⩽ τ∥yj+1
t̄ ∥20 + τ∥y1t̄ ∥

2
0 + 2

j∑
j′=1

∥yj
′

t̄ ∥20τ.

(26)

Принимая во внимание лемму 1, (25), (26), из (24) находим

(1−M10τ) ∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 +
(
σ (1− εTM4)−

1

2

)
τ2∥yx̄t̄]|20 ⩽

⩽ Mε
12

j∑
j′=1

[
∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 +

[(
σ (1− εM13)−

1

2

)
τ2
]
∥yx̄t̄]|20

]
τ+

+M14

 j∑
j′=1

∥φ∥20τ + ∥y1t̄ ∥
2
0 + ∥y1x̄]|20 + ∥y0x̄]|20 +

(
σ (1− εM15)−

1

2

)
τ2∥y1x̄t̄]|

2
0

 .

(27)
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Выбирая τ ⩽ τ0=
1

2M10
, σ⩾ 1√

2
, ε⩽min

{ √
2−1√

2M4T
,

√
2−1√
2M13

,
√
2−1√
2M15

}
из (27) получаем

∥yj+1∥21 ⩽ M16

j∑
j′=1

∥yj
′
∥21τ +M17

[
j∑

j′=1

∥φj′∥20τ + ∥y1∥21

]
, (28)

где
∥y∥21 = ∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 +

(
σ − 1√

2

)
τ2∥yx̄t̄]|20.

Применяя разностный аналог леммы Гронуолла [15, Лемма 4, с. 171], из (28) полу-
чаем

∥yj+1∥21 ⩽ M

[
j∑

j′=1

∥φj′∥20τ + ∥y1∥21

]
, (29)

где Mi, (i=1,2,3,...) — положительные постоянные, не зависящие от h и τ .
Теорема 1 доказана.
Из оценки (29) следуют единственность, устойчивость и сходимость схемы (5)–(7)

со скоростью O(h4+τ2) при σ⩾ 1√
2
, h⩽

√
6c0(σ− 1

2 )τ , τ ⩽τ0(c0,c1,c2,σ,T,l,m) в нор-
ме ∥y∥1, где

∥y∥1 =

[
∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 +

(
σ − 1√

2

)
τ2∥yx̄t̄]|20

] 1
2

.

3. Постановка задачи Б

В замкнутом прямоугольнике D= {(x,t) : 0⩽x⩽ l,0⩽ t⩽T} рассмотрим вместо
уравнения (1) интегро-дифференциальное волновое уравнение

utt +

t∫
0

ρ(t, ξ)u(x, ξ)dξ = k(t)uxx − q(t)u+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t ⩽ T (30)

с краевыми условиями (3), начальными условиями (4), условиями гладкости (4) для
входных данных и решения, а также следующими условиями:

0 < c0 ⩽ q(t) ⩽ c1, |ρ| ⩽ c2, ρ = ρ(t, ξ), ρ ∈ C2,1
t,ξ ([0, T ]× [0, T ]) , 0 ⩽ ξ ⩽ t. (31)

4. Устойчивость и сходимость разностной схемы

На сетке ω̄hτ задаче (30), (31) поставим в соответствие разностную схему порядка
аппроксимации O(h4+τ2):

Hhyt̄t +Hh

j∑
s=0

pj,sysτ̄ = ay
(σ,σ)
x̄x − dHhy

(σ,σ) +Hhφ, (x, t) = (x, tj) ∈ ωh,τ , (32)

y(0, t) = y(l, t) = 0, t ∈ ω̄τ , (33)

y(x, 0) = u0(x), yt(x, 0) = ū1(x), x ∈ ωh, (34)
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где

d = dj = q(tj+ 1
2
), pj,s = ρj+

1
2 ,s+

1
2 = ρ

(
tj+ 1

2
, ts+ 1

2

)
,

ū1(x) = u1(x) +
τ

2
[k(0)u′′(x, 0)− q(0)u0(x) + f(x, 0)] , x ∈ ωh,

j∑
s=0

ysi τ̄ =

j∑
s=1

ysi τ +
τ

2
y0i , τ̄ =

{
τ
2 , s = 0,

τ, s ̸= 0.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (4), (31), тогда если σ ⩾ 1
2 , h ⩽

√
3c0

c0c1+1τ ,
τ ⩽ τ0(c0, c1, c2, σ, T ), то для решения разностной задачи (32)–(34) справедлива апри-
орная оценка

∥yj+1∥21 ⩽ M

 j∑
j′=1

∥φj′∥20τ + ∥y1∥21

 ,

где M = const > 0, не зависящая от h и τ ,

∥y∥1 =

[
∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 + ∥y∥20 + ∥y̌∥20 +

(
σ − 1

2

)
τ2∥yx̄t̄]|20

] 1
2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Найдём априорную оценку решения разностной задачи
(32)–(34). Для этого воспользуемся методом энергетических неравенств. Умножим
тогда (32) скалярно на 2τ ẙt = τ(ŷt̄ + yt̄):

(Hhyt̄t, 2τ ẙt) +

(
Hh

j∑
s=0

pj,sysi τ̄ , 2τ ẙt

)
=(

ay
(σ,σ)
x̄x , 2τ ẙt

)
−
(
dHhy

(σ,σ), 2τ ẙt

)
+ (Hhφ, 2τ ẙt) .

(35)

Пользуясь леммами 1–4, с учётом рассуждений (9)–(21) преобразуем каждое сла-
гаемое, входящее в (35). Оценим второе слагаемое в левой части и второе слагаемой
в правой части (35):(

Hh

j∑
s=0

pj,sysi τ̄ , 2τ ẙt

)
=

(
j∑

s=0

pj,sysi τ̄ , 2τ ẙt

)
+

h2

12

(
j∑

s=0

pj,sysx̄x,iτ̄ , 2τ ẙt

)
. (36)

Преобразуем слагаемые, входящие в правую часть (36), и получим(
j∑

s=0

pj,sysi τ̄ , 2τ ẙt

)
=τ

(
j∑

s=0

pj,sysi τ̄ , ŷt̄ + yt̄

)
⩽

τ

2
,

(
j∑

s=0

pj,sysi τ̄

)2
+ (ŷt̄ + yt̄)

2

⩽

⩽

(
τ,

c22T

2

j∑
s=0

(ysi )
2
τ̄ + ŷ2t̄ + y2t̄

)
=

c22Tτ

2

j∑
s=0

∥ys∥20τ̄ + τ∥ŷt̄∥20 + τ∥yt̄∥20,

(37)
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h2

12

(
j∑

s=0

pj,sysx̄x,iτ̄ , 2τ ẙt

)
=

τ

2
,

(
h2

12

j∑
s=0

pj,sysx̄x,iτ̄

)2

+ (ŷt̄ + yt̄)
2

 ⩽

⩽

(
τ,

c22Th
4

288

j∑
s=0

(
ysx̄x,i

)2
τ̄+ ŷ2t̄ + y2t̄

)
⩽

c22Tτh
4

288

j∑
s=0

∥ysx̄x∥20τ̄+ τ
(
∥ŷt̄∥2+ ∥yt̄∥2

)
⩽

⩽
c22Tτ

18

j∑
s=0

∥ys∥20τ̄ + τ
(
∥ŷt̄∥2 + ∥yt̄∥2

)
.

(38)

Учитывая (37), (38), из (36) находим(
Hh

j∑
s=0

pj,sysi τ̄ , 2τ ẙt

)
⩽

5c22Tτ

9

j∑
s=0

∥ys∥20τ̄ + 2τ
(
∥ŷt̄∥2 + ∥yt̄∥2

)
, (39)

−
(
dHhy

(σ,σ), 2τ ẙt

)
= −

(
dHhy + dστ2Hhyt̄t, 2τ ẙt

)
=

= − (2dτ, yẙt)−
(
στ2d, 2τyt̄tẙt

)
− h2

12
(dyx̄x, 2τ ẙt)−

h2

12

(
στ2dyx̄xt̄t, 2τ ẙt

)
.

(40)

Преобразуем слагаемые, входящие в правую часть (40):

− (2dτ, yẙt) = −τ

2

(
d,
(
y2 + y̌2

)
t
− τ2

(
y2t̄
)
t

)
= −τ

2

(
d(−1), y2 + y̌2 − τ2y2t̄

)
t
+

+
τ

2

(
dt̄, y

2 + y̌2 − τ2y2t̄
)
,

(41)

−h2

12
(dyx̄x, 2τ ẙt) =

h2

12
(d, 2τyx̄yx̄̊t] =

h2τ

24

(
d,
(
y2x̄ + y̌2x̄

)
t
− τ2

(
y2x̄t̄
)
t

]
=

=
h2τ

24

(
d(−1), y2x̄ + y̌2x̄ − τ2y2x̄t̄

]
t
− h2τ

24

(
dt̄, y

2
x̄ + y̌2x̄ − τ2y2x̄t̄

]
,

(42)

−
(
στ2d, 2τyt̄tẙt

)
= −

(
τ2σd, (ŷt̄ − yt̄) (ŷt̄ + yt̄)

)
= −

(
τ2σd, ŷ2t̄ − y2t̄

)
=

= −
(
τ3σd,

(
y2t̄
)
t

)
= −στ3

(
d(−1), y2t̄

)
t
+ στ3

(
dt̄, y

2
t̄

)
,

(43)

−h2

12

(
στ2dyx̄xt̄t, 2τ ẙt

)
=

h2

12

(
dστ2, 2τyt̄tx̄yx̄̊t

]
=

=
h2

12

(
dστ2, (ŷx̄t̄ − yx̄t̄) (ŷx̄t̄ + yx̄t̄)

]
=

h2

12

(
dστ2, ŷ2x̄t̄ − y2x̄t̄

]
=

=
h2

12

(
dστ3,

(
y2x̄t̄
)
t

]
=

h2

12
στ3

(
d(−1), y2x̄t

]
t
− h2

12
στ3

(
dt̄, y

2
x̄t̄

]
.

(44)

Учитывая (41)–(44), из (40) находим

−
(
dHhy

(σ,σ), 2τ ẙt

)
= −τ

2

(
d(−1), y2 + y̌2 − τ2y2t̄

)
t
+

τ

2

(
dt̄, y

2 + y̌2 − τ2y2t̄
)
+

+
h2τ

24

(
d(−1), y2x̄ + y̌2x̄ − τ2y2x̄t̄

]
t
− h2τ

24

(
dt̄, y

2
x̄ + y̌2x̄ − τ2y2x̄t̄

]
− στ3

(
d(−1), y2t̄

)
t
+

+στ3
(
dt̄, y

2
t̄

)
+

h2

12
στ3

(
d(−1), y2x̄t

]
t
− h2

12
στ3

(
dt̄, y

2
x̄t̄

]
=
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= −τ

2

(
d(−1), y2 + y̌2

)
t
− τ

2

(
d(−1),

(
σ − 1

2

)
τ2y2t̄

)
t

+
τ

2

(
dt̄, y

2 + y̌2
)
+

+
τ

2

(
dt̄,

(
σ − 1

2

)
τ2y2t̄

)
+

h2τ

24

(
d(−1), y2x̄ + y̌2x̄

]
t
+

h2τ

24

(
d(−1),

(
σ − 1

2

)
τ2y2x̄t̄

]
t

−

−h2τ

24

(
dt̄, y

2
x̄ + y̌2x̄

]
− h2τ

24

(
dt̄,

(
σ − 1

2

)
τ2y2x̄t̄

]
.

(45)

Учитывая полученные оценки (9)–(21), (36)–(45), из (35) находим

τ
(
∥yt̄∥20

)
t
− h2τ

12

(
∥yx̄t̄]|20

)
t
+ τ

(
a(−1)

2
, y2x̄ + y̌2x̄

]
t

+ τ

(
a(−1), τ2

(
σ − 1

2

)
y2x̄t̄

]
t

+

+
τ

2

(
d(−1), y2 + y̌2

)
t
+ τ

(
d(−1),

(
σ − 1

2

)
τ2y2t̄

)
t

−

−h2τ

24

(
d(−1), y2x̄ + y̌2x̄

]
t
− h2τ

12

(
d(−1),

(
σ − 1

2

)
τ2y2x̄t̄

]
t

⩽

⩽ τM9

(
∥ŷt̄∥20 + ∥yt̄∥20

)
+

5c22Tτ

9

j∑
s=0

∥ys∥20τ̄ + τ
(at̄
2
, y2x̄ + y̌2x̄

]
+

+τ

(
at̄, τ

2

(
σ − 1

2

)
y2x̄t̄

]
+

τ

2

(
dt̄, y

2 + y̌2
)
+ τ

(
dt̄,

(
σ − 1

2

)
τ2y2t̄

)
−

−h2τ

24

(
dt̄, y

2
x̄ + y̌2x̄

]
− h2τ

12

(
dt̄,

(
σ − 1

2

)
τ2y2x̄t

]
+

20

9
∥φ∥20τ.

(46)

Просуммировав (46) по j′ от 1 до j, получим(
1 +

(
σ − 1

2

)
τ2c0

)
∥yt̄∥20 +

c0
2

(
1− h2

12

)(
∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20

)
+

+
c0
2

(
∥y∥20 + ∥y̌∥20

)
+

(
c0τ

2

(
σ − 1

2

)(
1− h2

12

)
− h2

12

)
∥yx̄t̄]|20 ⩽

⩽ M10

j∑
j′=1

[
∥ŷt̄∥20 + ∥yt̄∥20 +

c2
2

[
1− h2

12

] (
∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20

)
+

c2
2

(
∥y∥20 + ∥y̌∥20

)
+

+

[
c2τ

2

(
σ − 1

2

)(
1− h2

12

)]
∥yx̄t̄]|20 + ∥φ∥20

]
τ +

5c22T

9

j∑
j′=1

τ

j′∑
s=0

∥ys∥20τ̄+

+M11

[(
1 +

(
σ − 1

2

)
τ2c2

)
∥y1t̄ ∥

2
0 +

c2
2

(
1− h2

12

)(
∥y1x̄]|20 + ∥y0x̄]|20

)
+

+
c2
2

(
∥y1∥20 + ∥y0∥20

)
+ c2

(
τ2
(
σ − 1

2

)[
1− h2

12

]
− h2

12

)
∥y1x̄t̄]|

2
0

]
.

(47)

Выбирая σ⩾ 1
2 ,h⩽

√
3c0

c0c1+1τ , из (47) находим

∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 + ∥y∥20 + ∥y̌20∥20 + τ2
(
σ − 1

2

)
∥yx̄t̄]|20 ⩽



Построение высокоточных разностных . . . 33

⩽ M12

j∑
j′=1

τ

j′∑
s=0

∥ys∥20τ̄+

+M13

j∑
j′=1

[
∥ŷt̄∥20 +∥yt̄∥20 +∥yx̄]|20 +∥y̌x̄]|20 +∥y∥20 +∥y̌20∥20 +τ2

(
σ − 1

2

)
∥yx̄t̄]|20

]
τ+

+M14

 j∑
j′=1

∥φ∥20τ +∥y1t̄ ]|
2
0 +∥y1x̄]|20 +∥y0x̄]|20 +∥y1∥20 +∥y0∥20 +τ2

(
σ − 1

2

)
∥y1x̄t̄]|

2
0

.
(48)

Оценим первое слагаемое в правой части (48):

j∑
j′=1

τ

j′∑
s=0

∥ys∥20 τ̄ =

j∑
j′=1

τ

(
j∑

s=1

∥ys∥20τ +
τ

2
∥y0∥20

)
⩽ T

j∑
j′=1

∥yj
′
∥20τ +

Tτ

2
∥y0∥20. (49)

Принимая во внимание (26), (49), из (48) находим

(1−M13τ) ∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 + ∥y∥20 + ∥y̌∥20 +
(
σ − 1

2

)
τ2∥yx̄t̄]|20 ⩽

⩽ M15

j∑
j′=1

[
∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 + ∥y∥20 + ∥y̌∥20 +

(
σ − 1

2

)
τ2∥yx̄t̄]|20

]
τ+

+M16

 j∑
j′=1

∥φ∥20τ + ∥y1t̄ ∥
2
0 +∥y1x̄]|20 +∥y0x̄]|20 +∥y1∥20 +∥y0∥20 +

(
σ − 1

2

)
τ2∥y1x̄t̄]|

2
0

 .

(50)

Выбирая τ ⩽ τ0=
1

2M13
, из (50) получаем

∥yj+1∥21 ⩽ M17

j∑
j′=1

∥yj
′
∥21τ +M18

 j∑
j′=1

∥φj′∥20τ + ∥y1∥21

 , (51)

где
∥y∥21 = ∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 + ∥y∥20 + ∥y̌∥20 +

(
σ − 1

2

)
τ2∥yx̄t̄]|20.

Применяя разностный аналог леммы Гронуолла [15, Лемма 4, с. 171], из (51) полу-
чаем

∥yj+1∥21 ⩽ M

 j∑
j′=1

∥φj′∥20τ + ∥y1∥21

 . (52)

Теорема 2 доказана.
Из оценки (52) следует устойчивость и сходимость схемы (32)–(34) со скоростью

O(h4+τ2) при σ⩾ 1
2 , h⩽

√
3c0

c0c1+1τ , τ ⩽ τ0(c0,c1,c2,σ,T ) в норме ∥y∥1, где

∥y∥1 =

[
∥yt̄∥20 + ∥yx̄]|20 + ∥y̌x̄]|20 + ∥y∥20 + ∥y̌∥20 +

(
σ − 1

2

)
τ2∥yx̄t̄]|20

] 1
2

.
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for loaded wave differential equations with boundary conditions of the first
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1 Institute of Applied Mathematics and Automation of the Kabardino-Balkarian Scientific
Center of the Russian Academy of Sciences

ABSTRACT

In a rectangular domain, the first initial-boundary value problem for one-

dimensional loaded wave equations is studied. For the numerical solution of

the initial problems, difference schemes of increased order of accuracy are

constructed, approximating these problems on a uniform grid. The method

of energy inequalities is used to derive estimates of solutions to problems in

the difference interpretation. From the obtained a priori estimates follow the

uniqueness, as well as the continuous and uniform dependence of the solution

on the input data of the problems under consideration and, due to the

linearity of the problem under consideration, the convergence of the solution

of the difference problem to the solution of the corresponding differential

problem with the convergence in the rate of O(h4 + τ2).

Key words: first initial-boundary value problem, wave equation, loaded equa-

tion, a priori estimate, difference schemes of increased order of accuracy,

stability and convergence of schemes.
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