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Рассматривается задача оптимального управления для стационарной модели
теплопереноса. Доказана разрешимость задачи и получены условия оптималь-
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Введение. Постановка краевой задачи

Работа посвящена исследованию задачи оптимального управления для уравне-
ния теплопроводности. Роль управления играет зависящий от пространственных
переменных граничный коэффициент теплообмена с внешней средой в граничном
условии Робена. Для задач оптимального управления с ограничениями на управле-
ние в виде неравенств часто удается установить свойство релейности, т.е. оптималь-
ное управление принимает либо минимальное, либо максимальное значение в точках
области определения управления, что позволяет упростить алгоритмы поиска опти-
мального управления. Основная цель статьи — установить свойство релейности для
рассматриваемого управления. Обзор работ, использующих свойство релейности оп-
тимального управления, представлен в статье [1].

Рассмотрим ограниченную липшицеву область Ω⊂R3 с границей Γ, состоящей
из частей Γ0,Γc таких, что Γ=Γ0∪Γc, Γ0∩Γc=∅. В этой области рассматривается
следующая краевая задача:

∇ · (k∇θ) = 0 в Ω, k∂nθ = 0 на Γ0, k∂nθ + u(θ − θb) = 0 на Γc. (1)

Здесь θ — искомая функция, а функции k,u,θb заданы. На данную задачу будем
ссылаться как на задачу 1.
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Задача оптимального управления состоит в нахождении функций θ,u, удовле-
творяющих (1) при условии минимизации целевого функционала J(θ),

J(θ) =

∫
Γ0

(θ − θd)
2 dΓ → inf, u ∈ Uad.

Здесь Uad⊂L2(Γc) — множество допустимых управлений,

Uad = {v ∈ L2(Γc) : 0 < u0 ⩽ u1 ⩽ v ⩽ u2}.

Функции u1,u2∈L2(Γc) являются заданными, u0=const.

1. Формализация задачи оптимального управления

Через V обозначим пространство Соболева H1(Ω), а через H — пространство
Лебега L2(Γc). Скалярные произведения в L2(Ω) и L2(Γi) будем обозначать через
(·, ·) и (·,·)Γi , а нормы — через ∥·∥ и ∥·∥Γi соответственно.

Будем предполагать, что исходные данные удовлетворяют условиям
(i): k∈L∞(Ω), k⩾k0=const>0, u∈Uad, θb∈L4(Γc), θd∈L2(Γ0).
Определим операторы

A : V → V ′, B : Uad × L4(Γc) → V ′, f : H → V ′,

действующие по формулам

⟨Aθ, τ⟩ = (k∇θ,∇τ) ∀τ ∈ V,

⟨B(u, θ), τ⟩ = (uθ, τ)Γc ∀τ ∈ V,

⟨fθ, τ⟩ = (θ, τ)Γ0
∀τ ∈ V.

Через ⟨φ,x⟩ обозначено значение линейного функционала φ на элементе x.
Рассмотрим оператор F :V →V ′, действующий по формуле

Fθ = Aθ +B(u, θ).

Теорема 1. При каждом u ∈ Uad оператор F осуществляет изоморфизм про-
странств V и V ′.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства утверждения требуется доказать су-
ществование и единственность решения x ∈ V уравнения

Fx = y (2)

для любой правой части y∈V ′.
Рассмотрим билинейную форму a :V 2→R, определённую формулой

a(θ, τ) = ⟨Fθ, τ⟩.
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Форма a ограниченна, так как

|a(θ, τ)| ⩽ |(k∇θ,∇τ)|+ |(uθ, τ)Γc | ⩽
⩽ ∥k∥L∞(Ω) · ∥∇θ∥ · ∥∇τ∥+ ∥u∥Γc

· ∥θ∥L4(Γc) · ∥τ∥L4(Γc) ⩽

⩽
(
∥k∥L∞(Ω) + C2

1 · ∥u∥Γc

)
· ∥θ∥V · ∥τ∥V .

Здесь C1=C1/2,4Cγ , а C1/2,4 и Cγ — константы в неравенствах

∥v∥H1/2(Γc) ⩽ Cγ · ∥v∥V ∀v ∈ V,

∥v∥L4(Γc) ⩽ C1/2,4 · ∥v∥H1/2(Γc) ∀v ∈ H1/2(Γc),

которые справедливы в силу линейности и ограниченности операторов следа и вло-
жения H1/2(Γc)⊂L4(Γc).

Докажем коэрцитивность формы a.

a(τ, τ) = (k∇τ,∇τ) + (uτ, τ)Γc
⩾ k0∥∇τ∥2 + u0∥τ∥2Γc

.

Пусть c0=min(k0,u0), тогда

a(τ, τ) ⩾ c0 ·
(
∥∇τ∥2 + ∥τ∥2Γc

)
.

Обозначим
µ = inf

∥τ∥V =1

(
∥∇τ∥2 + ∥τ∥2Γc

)
.

Предположим, что µ=0. Рассмотрим минимизирующую последовательность {τm}.
При необходимости будем переходить к подпоследовательностям. Так как ∥τm∥V =1,
а пространство V рефлексивно, то существует подпоследовательность τm→τ∗ слабо
в V и сильно в L2(Ω). Для любой функции v∈V

(τm − τ∗, v)V = (τm − τ∗, v) + (∇τm −∇τ∗,∇v),

а значит, ∇τm →∇τ∗ слабо в L2(Ω). τm|Γc → τ∗|Γc слабо в H1/2(Γc) и сильно в H.
∥∇τm∥2+∥τm∥2Γc

→0, а значит, ∇τm→0 в L2(Ω) и τm|Γc
→0 в H. В силу единственно-

сти предела ∇τ∗=0, то есть τ∗=const и τ∗|Γc
=0, то есть τ∗=0. Так как τm→τ∗=0

и ∇τm → 0 в L2(Ω), то ∥τm∥2V = ∥τm∥2+∥∇τm∥2 → 0, что противоречит ∥τm∥V =1.
Значит, µ>0. Тогда для произвольного τ ∈V , τ ̸=0 справедливо∥∥∥∥ 1

∥τ∥V
τ

∥∥∥∥2 + ∥∥∥∥ 1

∥τ∥V
τ

∥∥∥∥2
Γc

⩾ µ ⇐⇒ ∥τ∥2 + ∥τ∥2Γc
⩾ µ∥τ∥2V .

Для τ =0 неравенство остаётся верным.
Таким образом, a(τ,τ)⩾ c0µ∥τ∥2V , что означает коэрцитивность формы a. Тогда

по теореме Лакса – Мильграма уравнение (2) имеет единственное решение x∈V для
любого y∈V ′ и справедлива оценка

∥x∥V ⩽
1

c0µ
∥y∥V ′ . (3)
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Введём оператор G :V ×H→V ′, действующий по формуле

G(θ, u) = Fθ −B(u, θb),

тогда уравнение G(θ,u)=0 является слабой формулировкой задачи 1, а задача оп-
тимального управления заключается в поиске таких функций (θ,u)∈V ×H, что

J(θ) → inf

G(θ, u) = 0

u ∈ Uad

.

На данную задачу будем ссылаться как на задачу (C).

2. Разрешимость задачи оптимального управления

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i), тогда задача (C) имеет решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество

Zad = {(θ, u) ∈ V × Uad : G(θ, u) = 0, J(θ) < ∞}.

Так как функционал J ограничен снизу, то существует точная нижняя грань

Ĵ = inf
Zad

J(θ).

Рассмотрим минимизирующую последовательность {(θm, um)} ⊂ Zad такую, что

lim
m→∞

J(θm) = Ĵ .

G(θm, um) = 0, что эквивалентно Fθm = B(um, θb), тогда так как um ∈ Uad, то суще-
ствует константа C такая, что ∥B(um, θb)∥V ′ ⩽ C. В силу неравенства (3),

∥θm∥V ⩽
C

c0µ
,

а значит, существует подпоследовательность θm → θ̂ слабо в V и сильно в L2(Ω). Из
ограниченности и слабой замкнутости Uad следует существование слабо сходящейся
подпоследовательности um → û ∈ Uad слабо в H.

Докажем, что G(θ̂, û) = 0. Найдём разность

G(θm, um)−G(θ̂, û) = A(θm − θ̂) +B(um, θm)−B(θ̂, û)−B(um − û, θb) =

= A(θm − θ̂) +B(um, θm − θ̂) +B(um − û, θ̂)−B(um − û, θb).

Для любой функции v∈C∞(Ω) справедливы сходимости:

|⟨A(θm − θ̂), v⟩| = |(k∇(θm − θ̂),∇v)| ⩽ ∥k∥L∞(Ω) · |((θm − θ̂, v)V − (θm − θ̂, v))| → 0,

⟨B(um − û, θ̂), v⟩ = (um − û, θ̂v)Γc
→ 0,
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⟨B(um − û, θb), v⟩ = (um − û, θbv)Γc → 0,

|⟨B(um, θm − θ̂), v⟩| = |(um(θm − θ̂), v)Γc | ⩽ ∥um∥Γc · ∥θm − θ̂∥Γc · ∥v∥L∞(Γc) → 0.

Поэтому 0=⟨G(θm,um),v⟩→⟨G(θ̂,û),v⟩ для любой функции v∈C∞(Ω), следователь-
но, ⟨G(θ̂, û),v⟩=0 для любой функции v∈C∞(Ω), а так как C∞(Ω) плотно в V , то
⟨G(θ̂, û),v⟩=0 для любой функции v∈V . θm|Γ0

→ θ̂|Γ0
сильно в L2(Γ0) и J непреры-

вен, значит, J(θm)→J(θ̂), а в силу единственности предела Ĵ=J(θ̂), следовательно,
(θ̂, û) — решение задачи (C).

3. Необходимые условия оптимальности

Для получения системы оптимальности будем использовать принцип Лагранжа
для гладко-выпуклых экстремальных задач [2, теорема 1.5].

Теорема 3. Пусть выполняются условия (i) и (θ̂, û) — решение задачи (C). Тогда
существует единственное сопряжённое состояние p ∈ V такое, что тройка (θ̂, û, p)

удовлетворяет условиям

Aθ̂ +B(û, θ̂ − θb) = 0 (4)

Ap+B(û, p) = f(θd − θ̂) (5)

⟨B(v − û, θ̂ − θb), p⟩ ⩾ 0 ∀v ∈ Uad (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Найдём производную Фреше от оператора G по состоя-
нию θ в точке (û, θ̂):

G′
θ = F.

По теореме 2 оператор G′
θ осуществляет изоморфизм пространств V и V ′. Функция

Лагранжа для задачи (C) имеет вид

L(θ, u, p) = λJ(θ) + ⟨G(θ, u), p⟩ = ∥θ − θd∥2Γ0
+ ⟨Aθ, p⟩+ ⟨B(u, θ), p⟩ − ⟨B(u, θb), p⟩.

Здесь λ = 1, так как ImG′
θ = V ′.

Найдём производную Фреше функции L по состоянию в точке (û, θ̂):

L′
θ = f(θ̂ − θd) +Ap+B(û, p).

Уравнение Эйлера – Лагранжа L′
θ = 0 имеет вид (5). Отметим, что в силу теоремы 2

существует единственное p ∈ V .
Найдём производную Фреше функции L по управлению в точке (û, θ̂):

⟨L′
u, v⟩ = ⟨B(v, θ̂ − θb), p⟩.

Принцип минимума ⟨L′
u, v − û⟩ ⩾ 0 ∀v ∈ Uad имеет вид (6). Также θ̂ и û удовлетво-

ряют слабой формулировке задачи 1, что влечёт за собой равенство (4).
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4. Релейность оптимального управления

Уравнение (5) соответствует следующей краевой задаче для p:
∇ · (k∇p) = 0 в Ω

k∂np = θd − θ̂ на Γ0

k∂np+ ûp = 0 на Γc

Лемма 1. Пусть в дополнение к условиям (i) выполняются условия
(ii):

∣∣ 1
k∇k

∣∣ ∈ L3
loc(Ω), J(θ̂) > 0. Тогда p ̸= 0 почти всюду на Γc.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть существует Γ1 ⊂ Γc, meas Γ1 > 0 такое, что p = 0

на Γ1. Тогда k∂np = 0 на Γ1, а значит, функцию p можно продолжить нулём в Ω1,
measΩ1 > 0, где Ω1 ∩Ω = Γ1. У функции k существует продолжение с сохранением
класса в области Ω1 по теореме [4, теорема 4.26]. Тогда в области Ω∪Ω1 выполняется

∇ · (k∇p) = 0 =⇒ ∇k · ∇p+ k∆p = 0 =⇒ |∆p| ⩽
∣∣∣∣1k∇k

∣∣∣∣ · |∇p|.

По теореме [3] p = 0 в Ω. Тогда из уравнения (5) следует, что f(θd − θ̂) = 0, но
J(θ̂) > 0, следовательно, не существует такого Γ1, что означает p ̸= 0 почти всюду
на Γc.

Лемма 2.
p(θ̂ − θb)(ξ − û(x)) ⩾ 0 ∀ξ ∈ [u1(x), u2(x)] почти всюду на Γc. (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что это не так и найдётся часть границы
Γ1 ⊂ Γc, meas Γ1 > 0 такая, что для каждого x ∈ Γ1 существует такое число ξ0(x) ∈
[u1(x), u2(x)], что p(θ̂ − θb)(ξ0(x)− û(x)) < 0. Определим функцию

v1(x) =

{
ξ0(x), x ∈ Γ1

û(x), x ∈ Γc\Γ1.

Заметим, что v1(x) ∈ Uad. Тогда ⟨B(v1 − û, θ̂ − θb), p⟩ < 0, что противоречит (6).
Пусть выполняется условие (iii): θ̂|Γc

̸= θb почти всюду на Γc. Тогда из неравен-
ства (7) следует, что

û =

{
u1, p(θ̂ − θb) > 0

u2, p(θ̂ − θb) < 0.
(8)

Сформулируем полученный результат в виде теоремы.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (i)-(iii). Тогда для оптимального управ-
ления û в задаче (C) справедливо свойство релейности с функцией переключения (8).
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ABSTRACT

The problem of optimal control for a stationary model of heat transfer is

considered. The solvability of the problem is proved and the conditions of

optimality are obtained, on the basis of which the property of relay-like

optimal control is substantiated.
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