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Угловые производные и производная
Шварца голоморфного однолистного

отображения круга в себя

Известное неравенство для произведения степеней угловых производных в гра-
ничных неподвижных точках голоморфного и однолистного отображения еди-
ничного круга в себя дополняется слагаемыми, включающими производную
Шварца в начале координат.
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1. Введение и формулировка результата

Исследования свойств голоморфных отображений круга в себя имеют богатую
историю и дают возможность решать весьма сложные задачи в тех областях есте-
ствознания, где при описании процессов используется комплексная динамика. Осо-
бый интерес представляют задачи о граничных неподвижных точках, определяемых
следующим образом (см. работы [1–15] и библиографию в них). Пусть f — голоморф-
ная в круге D={z∈C:|z|<1} функция, удовлетворяющая условию |f(z)|<1 при z∈D,
и пусть точка a принадлежит окружности T={z∈C: |z|=1}. Говорят, что граничная
точка a является неподвижной для функции f , если ∠ lim

z→a
f(z)=a. Известно [1], что

в граничной неподвижной точке существует (конечный или бесконечный) угловой
предел

∠ lim
z→a

f(z)− a

z − a
. (1)

Более того, если этот предел конечен, то он является положительным числом и f ′(z)

имеет тот же угловой предел при z→a. В этом случае предел (1) называется угловой
производной функции f в точке z=a и обозначается f ′(a).
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Среди многочисленных результатов о граничном искажении голоморфных функ-
ций выделим следующее неравенство [16, теорема 1]:

n∏
k=1

|f ′(zk)|α
2
k ⩾ 1, (2)

Здесь f — голоморфное однолистное отображение круга D в себя, zk, k=1, ... ,n, —
произвольные различные неподвижные точки f на окружности T и αk, k=1,...,n, —

любые вещественные числа, удовлетворяющие условию
n∑

k=1

αk =0. Ранее [17] нера-

венство (2) было установлено в том частном случае, когда одна из граничных точек,
пусть z1, «притягивающая» (т.е. f ′(z1)⩽ 1), α1 =−1, а остальные точки «отталки-

вающие», причём αk, k=2, ... ,n, — неотрицательные числа,
n∑

k=2

αk=1. В работе [17]

показано также, что в этих условиях из (2) вытекает хорошо известное неравенство
Кавена –Поммеренке [2, теорема 6. 1]

n∑
k=2

1

log f ′(zk)
⩽ − 1

log f ′(z1)
,

где f ′(z1)< 1. Недавно получена теорема искажения для функции f , включающая
оценку (2). Кроме того, показано, что знак равенства в (2) достигается для функ-
ций f , отображающих круг Dz на круг Dw с разрезами вдоль аналитических дуг,
заданных уравнением

∂

∂n

n∑
k=1

αk log |w − zk| = 0

[18, теорема 2]. В настоящей заметке неравенство (2) дополняется слагаемыми,
содержащими, в частности, производную Шварца

Sf (z) =

(
f ′′(z)

f ′(z)

)′

− 1

2

(
f ′′(z)

f ′(z)

)2

.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть функция f осуществляет конформное и однолистное отобра-
жение круга D в себя, f(0) = 0, f(z) ̸≡ z, и пусть zk, k = 1, ... , n, — произвольные
различные неподвижные точки f на окружности T , а αk, k = 1, ... , n, — произволь-

ные вещественные числа, удовлетворяющие условию
n∑

k=1

αk = 0. Тогда для любого
вещественного числа φ выполняется неравенство

1

4

n∑
k=1

α2
k log f

′(zk) ⩾

⩾ 1− 1

|f ′(0)|2
− 1

6
Re

[
e2iφ

Sf (0)

(f ′(0))2

]
+Re

[
eiφ

(
1− 1

f ′(0)

) n∑
k=1

αkz̄k

]
.

(3)
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В ряде случаев неравенство (3) превращается в равенство. Например, из дока-
зательства теоремы 1 и свойств приведённых модулей видно, что если функция f

отображает круг Dz на круг Dw с разрезом на вещественной оси (функция Пика)
и если совокупность точек {zk}nk=1 симметрична относительно этой оси, причём в
случае zk= z̄l выполняется αk=αl, то при φ=0 в неравенстве (3) будет знак равен-
ства.

При больших значениях α2
k, k=1, ... ,n, неравенство (3) ведёт к (2). Наоборот,

устремляя αk к нулю, k=1, ... ,n, при подходящем значении φ получим из (3) клас-
сическое неравенство Нехари [19]

|Sf (0)| ⩽ 6(1− |f ′(0)|2),

справедливое безотносительно существования неподвижных точек. Новизна теоре-
мы 1 состоит в присутствии крайнего справа слагаемого в (3). В частности, если это
слагаемое отлично от нуля, то в (2) необходимо строгое неравенство.

2. Доказательство теоремы 1

Нам понадобится понятие приведённого модуля

M(B,Z,∆,Ψ) ≡ M(B, ∅, Z,∆,Ψ).

Здесь B — открытое подмножество комплексной сферы C, Z = {zk}mk=1 — множе-
ство различных точек в B \ {∞}, ∆= {δk}mk=1 — совокупность вещественных чи-

сел, по крайней мере два из которых различны,
m∑

k=1

δk =0, и Ψ= {µkr}mk=1, где µk,

k=1, ... ,m — положительные числа, а r>0 достаточно малый параметр (подробнее
см. [20, часть 2.4]).

Пусть числа r>0, t>0 достаточно малы, и ρ, 0<ρ<1, близко к единице. Положим
w0= teiφ, wk=ρzk, k=1,... ,n, и рассмотрим следующие множества точек и чисел:

W ∗ = {w0,−w0, w1, ... , wn, 1/w0,−1/w0, 1/w1, ... , 1/wn},
∆∗ = {1,−1, β1, ... , βn, 1,−1, β1, ... , βn},
Ψ∗ = {r, r, r, ... , r, r/t2, r/t2, r/|w1|2, ... , r/|wn|2},

где βk, k=1, ... ,n — вещественные числа,
n∑

k=1

βk =0. Свойство монотонности приве-

денного модуля влечёт за собой

M(Cw,W
∗,∆∗,Ψ∗) ⩽ M

(
f(Dz) ∪ {w : 1/w ∈ f(Dz)},W ∗,∆∗,Ψ∗).

Из принципа симметрии, конформной инвариантности и вновь принципа симметрии
последовательно получаем

M
(
f(Dz) ∪ {w : 1/w ∈ f(Dz)},W ∗,∆∗,Ψ∗) = 1

2
M

(
f(Dz),W,∆,Ψ

)
=

=
1

2
M

(
Dz, Z,∆, Ψ̃

)
= M

(
Cz, Z

∗,∆∗, Ψ̃∗).
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Здесь

W = {w0,−w0, w1, ... , wn}, ∆ = {1,−1, β1, ... , βn}, Ψ = {r, r, r, ... , r},
Z = {ζ+0 , ζ−0 , ζ1, ... , ζn}, ζ+0 = g(w0), ζ

−
0 = g(−w0), ζk = g(wk), k = 1, ... , n, g = f−1,

Ψ̃ = {r|g′(w0)|, r|g′(−w0)|, r|g′(w1)|, ... , r|g′(wn)|},
Z∗ = {ζ+0 , ζ−0 , ζ1, ... , ζn, 1/ζ̄

+
0 , 1/ζ̄−0 , 1/ζ1, ... , 1/ζn},

Ψ̃∗ =

{
r|g′(w0)|, r|g′(−w0)|, r|g′(w1)|, ... , r|g′(wn)|,

r

∣∣∣∣g′(w0)

(ζ+0 )2

∣∣∣∣ , r ∣∣∣∣g′(−w0)

(ζ−0 )2

∣∣∣∣ , r ∣∣∣∣g′(w1)

ζ21

∣∣∣∣ , ... , r ∣∣∣∣g′(wn)

ζ2n

∣∣∣∣
}
.

Окончательно
M(Cw,W

∗,∆∗,Ψ∗) ⩽ M(Cz, Z
∗,∆∗, Ψ̃∗).

Вычисляя приведённые модули комплексных сфер по формуле (2.17) из кни-
ги [20], приходим отсюда к следующему неравенству[

− 2 log
1

t2
+ 4 log 2− 2 log

∣∣∣∣w0 −
1

w0

∣∣∣∣+ 2 log

∣∣∣∣w0 +
1

w0

∣∣∣∣+ 2 log

∣∣∣∣−w0 −
1

w0

∣∣∣∣−
−2 log

∣∣∣∣−w0 +
1

w0

∣∣∣∣+ log |g′(w0)g′(−w0)|+ log

∣∣∣∣g′(w0)g′(−w0)

(ζ+0 ζ−0 )2

∣∣∣∣− 2 log |ζ+0 − ζ−0 |−

−2 log

∣∣∣∣ 1

ζ̄+0
− 1

ζ̄−0

∣∣∣∣+ 2 log

∣∣∣∣ζ+0 − 1

ζ̄+0

∣∣∣∣− 2 log

∣∣∣∣ζ+0 − 1

ζ̄−0

∣∣∣∣− 2 log

∣∣∣∣ζ−0 − 1

ζ̄+0

∣∣∣∣+
+2 log

∣∣∣∣ζ−0 − 1

ζ̄−0

∣∣∣∣
]
+

[
− 2

n∑
k=1

βk

(
log |w0 − wk|+ log

∣∣∣∣w0 −
1

wk

∣∣∣∣)+

+2

n∑
k=1

βk

(
log | − w0 − wk|+ log

∣∣∣∣w0 +
1

wk

∣∣∣∣)+

+2

n∑
k=1

βk

(
log |ζ+0 − ζk|+ log

∣∣∣∣ζ+0 − 1

ζk

∣∣∣∣)− 2

n∑
k=1

βk

(
log |ζ−0 − ζk|+ log

∣∣∣∣ζ−0 − 1

ζk

∣∣∣∣)
]
+

+

[
−

n∑
k=1

β2
k log

1

|wk|2
−2

∑
1⩽k<l⩽n

βkβl log |wk − wl| −2
∑

1⩽k<l⩽n

βkβl log

∣∣∣∣ 1

wk
− 1

wl

∣∣∣∣−
−2

n∑
k=1

n∑
l=1

βkβl log

∣∣∣∣wk − 1

wl

∣∣∣∣+ n∑
k=1

β2
k log |g′(wk)|+

n∑
k=1

β2
k log

∣∣∣∣g′(wk)

ζ2k

∣∣∣∣+
+2

∑
1⩽k<l⩽n

βkβl log |ζk− ζl|+ 2
∑

1⩽k<l⩽n

βkβl log

∣∣∣∣ 1ζk − 1

ζl

∣∣∣∣+ 2

n∑
k=1

n∑
l=1

βkβl log

∣∣∣∣ζk− 1

ζl

∣∣∣∣
]
⩽0. (4)

Перейдем в неравенстве (4) к пределу при ρ → 1 (тогда wk → zk, ζk → zk,
f ′(ζk)→f ′(zk), g′(wk)→1/f ′(zk), k=1,... ,n).
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После предельного перехода выражение в последней квадратной скобке в (4)
принимает вид

−2

n∑
k=1

β2
k log f

′(zk).

Пусть
g(w) = c1w + c2w

2 + c3w
3 + · · · .

Простые вычисления показывают, что после ρ→1 сумма в первой скобке в (4) равна

log

∣∣∣∣1 + 8

[
e2iφ

(
c3
c1

− c22
c21

)
+ 1− |c1|2

]
t2 + o(t2)

∣∣∣∣ , t → 0.

Учитывая равенства

c1 =
1

f ′(0)
,

c3
c1

− c22
c21

=
1

6
Sg(0) = − Sf (0)

6
(
f ′(0)

)2 ,
получаем следующее представление этой суммы:[

−4

3
Re

Sf (0)e
2iφ(

f ′(0)
)2 + 8

(
1− 1

|f ′(0)|2

)]
t2 + o(t2), t → 0.

Выражение во второй скобке в (4) после ρ→1 представлено в виде

8Re

n∑
k=1

βk

[
teiφ

(
1− 1

f ′(0)

)
z̄k + o(t)

]
, t → 0.

Таким образом, неравенство (4) влечёт за собой[
−4

3
Re

Sf (0)e
2iφ(

f ′(0)
)2 + 8

(
1− 1

|f ′(0)|2

)]
t2 + o(t2)+

+8Re

n∑
k=1

βk

[
teiφ

(
1− 1

f ′(0)

)
z̄k + o(t)

]
− 2

n∑
k=1

β2
k log f

′(zk) ⩽ 0.

Положив здесь βk=αkt и затем поделив на t2, приходим при t→0 к неравенству (3).
Теорема доказана.
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ABSTRACT

The well-known inequality for the product of powers of angular derivatives

at boundary fixed points of a holomorphic mapping of the unit disk into

itself is supplemented by terms that include the Schwarzian derivative at

the origin.
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