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Введение

Пусть I := (0,∞), p∈ [1,∞], M(I) — вещественное векторное пространство всех
измеримых по Лебегу функций f : I → [−∞,∞], L0(I) — векторное пространство
классов эквивалентных по мере Лебега функций из M(I), Lp(I) — пространство
Лебега. Пусть w ∈M(I) такая, что w(x)∈ [0,∞) для почти всех x∈ I. Символом
Lp
w(I) обозначим весовое пространство Лебега:

Lp
w(I) :=

{
f ∈ L0(I)

∣∣∣ ∥fw∥Lp(I) < ∞
}
;

Cesp,w(I) обозначает пространство Чезаро, Copp,w(I) обозначает пространство Коп-
сона:

Cesp,w(I) :=
{
f ∈ L0(I)

∣∣∣ ∥f∥Cesp,w(I) := ∥wH×(|f |)∥Lp(I) < ∞
}
,

Copp,w(I) :=
{
f ∈ L0(I)

∣∣∣ ∥f∥Copp,w(I) := ∥wH×(|f |)∥Lp(I) < ∞
}
,
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где H×(|f |)(x) :=
x∫
0

|f(y)|dy, H×(|f |)(x) :=
∞∫
x

|f(y)|dy для f ∈L0(I), x∈ I.

В случае χ(t,∞)w ∈Lp(I) для любого t∈ I пространство Cesp,w(I) имеет запас
элементов (в частности, содержит χK для любого компакта K⊂ I), Cesp,w(I) пол-
ное [1, Lemma 3.1]. Аналогичные результаты при χ(0,t)w ∈Lp(I) для любого t∈ I

справедливы для пространств Копсона.
Обозначим φβ(x) :=

1
xβ , x∈ I, β∈R. Пространства Cesp,φ1(I), Copp,φ1

(I) (со сте-
пенным весом) активно изучались с 1970-х годов (см. [2] и литературу к ней).

По теории интерполяции написан ряд монографий (см., например, [3–5]). При-
ведем основные определения. Пусть X, Y — два вещественных нормированных про-
странства. Класс всех линейных непрерывных операторов T :X→Y обозначим через
L(X,Y ). Пара пространств (X,Y ) называется интерполяционной парой, если суще-
ствует хаусдорфово топологическое векторное пространство V такое, что X непре-
рывно вложено в V и Y непрерывно вложено в V. В этом случае определяются:
сумма

X + Y := {z ∈ V | z = x+ y, x ∈ X, y ∈ Y }

и пересечение
X ∩ Y := {z ∈ V | z ∈ X, z ∈ Y }

с нормами

∥z∥X+Y := inf
z=x+y, x∈X, y∈Y

(
∥x∥X + ∥y∥Y

)
,

∥z∥X∩Y := max{∥z∥X , ∥z∥Y }.

Для интерполяционной пары (X,Y ) промежуточным пространством называется лю-
бое нормированное пространство E такое, что X∩Y непрерывно вложено в E и E

непрерывно вложено в X+Y . Интерполяционным пространством между X и Y на-
зывают любое промежуточное для (X,Y ) пространство E такое, что для T ∈L(X+Y ,
X+Y ), у которого T |X ∈L(X,X) и T |Y ∈L(Y,Y ), выполнено T |E ∈L(E,E).

Одним из способов построения интерполяционного пространства для интерполя-
ционной пары (X,Y ) является K-метод (метод вещественной интерполяции), сфор-
мулированный ниже.

K-метод. Пусть (X,Y ) — интерполяционная пара. Для z ∈X+Y и t∈ (0,∞)

положим
K(t, z,X, Y ) := inf

z=x+y, x∈X, y∈Y

(
∥x∥X + t∥y∥Y

)
.

Для θ∈ (0,1), p∈ [1,∞] пространство

(X,Y )θ,p := {z ∈ X + Y | ∥z∥(X,Y )θ,p < ∞},

где

∥z∥(X,Y )θ,p :=


(

∞∫
0

K(t, z,X, Y )pt−θp−1 dt

) 1
p

, p ∈ [1,∞),

ess sup
t∈(0,∞)

t−θK(t, z,X, Y ), p = ∞,
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является интерполяционным пространством между X и Y .
Имеет место следующая теорема.
Теорема. (реитерации) Пусть p0,p1∈ [1,∞], θ∈ (0,1), 1

pθ
:= 1−θ

p0
+ θ

p1
, (X0,X1) —

интерполяционная пара банаховых пространств.

(a) [3, Theorem 2.4, p. 311], [4, Theorem 3.5.3] При 0 < θ0 < θ1 < 1, p ∈ [1,∞] вы-
полнено (

(X0, X1)θ0,p0
, (X0, X1)θ1,p1

)
θ,p

= (X0, X1)θ′,p,

где θ′ := (1− θ)θ0 + θθ1.

(b) [4, Theorems 3.5.4, 5.2.4] Для η ∈ (0, 1) выполнено(
(X0, X1)η,p0

, (X0, X1)η,p1

)
θ,pθ

= (X0, X1)η,pθ
.

Здесь и далее для нормированных пространств (X,∥·∥X) и (Y,∥·∥Y ) запись X=Y

означает, что пространства совпадают поэлементно и существуют c1,c2∈(0,∞) такие,
что c1∥·∥X ⩽∥·∥Y ⩽ c2∥·∥X .

Пусть 1⩽ p0 <p1 ⩽∞, p∈ [1,∞], θ ∈ (0,1) и 1
pθ

:= 1−θ
p0

+ θ
p1

. В работе [6] показа-
но (Theorem 2.1(ii)), что Cesp,φ1

(I) = (L1(I),L1
φ1
(I))1− 1

p ,p
, и при помощи теоремы

реитерации (a) при 1<p0<p1<∞ доказано (Corollary 2.4) равенство

(Cesp0,φ1
(I),Cesp1,φ1

(I))θ, pθ
= Cespθ,φ1

(I).

В [7] без применения теоремы реитерации доказано равенство

(Cesp0,φβ
(I),Cesp1,φβ

(I))θ, p = Cesp,φ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I) (1)

для β > 1
p0

. В данной работе показано, что Cesp,w(I) является результатом веще-

ственной интерполяции (L1(I),L1
u(I))θ,p, где u(t):=∥χ(t,∞)w∥

1
θ

Lp(I), t∈I. При помощи
теоремы реитерации получен результат (1) работы [7] и при 1⩽p0<p<p1⩽∞ новый
результат

(Cesp0,w(I),Cesp1,w(I))θ, pθ
= Cespθ,w(I), (2)

где w(t) :=e−ct, c>0, t∈ I.
В разделе 1.2 приведены некоторые аналогичные результаты для пространств

Копсона.
Всюду в работе произведения вида 0 ·∞ полагаются равными 0. Соотношение

A ≲
{...}

B означает A⩽ cB с константой c, зависящей от параметров перечисленных

в {...}; A ≈
{...}

B равносильно (A ≲
{...}

B и B ≲
{...}

A).
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1. Результаты для пространств Чезаро

Теорема 1. Пусть θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞], χ(x,∞)w ∈ Lp(I) для любого x ∈ I. Тогда(
L1(I), L1

u(I)
)
θ,p

= Cesp,w(I), (3)

где u(t) :=∥χ(t,∞)w∥
1
θ

Lp(I), t∈ I.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для y ∈ (0,∞) имеет место равенство (см. [8, Proposition
3.1.17])

K(y, f, L1(I), L1
u(I)) =

∞∫
0

|f(s)|min(1, yu(s)) ds.

Подставляя в это равенство y = 1
u(t) , t ∈ I, получим

K

(
1

u(t)
, f, L1(I), L1

u(I)

)
=

∞∫
0

|f(s)|min

(
1,

u(s)

u(t)

)
ds =

t∫
0

|f |+ 1

u(t)

∞∫
t

|f |u. (4)

Для y∈ (0, 1
u(0+) ] и s∈ I выполнено 0<yu(s)⩽ u(s)

u(0+) ⩽1. Поэтому

K(y, f, L1(I), L1
u(I)) = y

∞∫
0

|f |u. (5)

1. Случай p<∞. Заметим, что для почти всех t∈ I выполнено

u(t)θp+1

(
1

u

)′

(t) =

 ∞∫
t

wp


θp+1
θp

1

θp

 ∞∫
t

wp

− 1
θp−1

w(t)p =
1

θp
w(t)p. (6)

Используя (4), (5) и (6), запишем норму элемента пространства (L1(I),L1
u(I))θ,p

∥f∥(L1(I),L1
u(I))θ,p

=

 ∞∫
0

K(y, f, L1(I), L1
u(I))

py−θp−1 dy

 1
p

=

=


1

u(0+)∫
0

K(y, f, L1(I), L1
u(I))

py−θp−1dy +

∞∫
0

K

[
1

u(t)
, f, L1(I), L1

u(I)

]p
u(t)θp+1

[ 1
u

]′
(t) dt


1
p

=

=


1

u(0+)∫
0

y(1−θ)p−1dy

 ∞∫
0

|f |u

p

+

∞∫
0

 t∫
0

|f |+ 1

u(t)

∞∫
t

|f |u

p

1

θp
w(t)p dt


1
p

=

=

 1

(1− θ)p

u(0+)θ−1

∞∫
0

|f |u

p

+
1

θp

∞∫
0

w(t)

t∫
0

|f |+ w(t)

u(t)

∞∫
t

|f |u

p

dt


1
p

. (7)
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Откуда, в частности,

∥f∥(L1(I),L1
u(I))θ,p

⩾

 1

θp

∞∫
0

w(t)

t∫
0

|f |

p

dt


1
p

= (θp)−
1
p ∥f∥Cesp,w(I),

то есть доказано непрерывное вложение (L1(I),L1
u(I))θ,p⊂Cesp,w(I).

В силу равенства (7) для доказательства обратного вложения достаточно пока-
зать справедливость неравенств ∞∫

0

 ∞∫
t

|f |u

p

w(t)p

u(t)p
dt


1
p

≲
p,θ

∥f∥Cesp,w(I),

u(0+)θ−1

∞∫
0

|f |u ≲
p,θ

∥f∥Cesp,w(I) (при u(0+) ̸= ∞),

в левых частях которых присутствует интеграл (t∈ [0,∞))

∞∫
t

|f |u =

∞∫
t

|f(s)|

 ∞∫
s

wp

 1
θp−1 ∞∫

s

wp =

∞∫
t

w(x)p
x∫

t

|f(s)|

 ∞∫
s

wp

 1
θp−1

ds dx. (8)

Оценка интеграла (8) зависит от соотношения произведения θp и 1.
При θp⩾1 имеем

∞∫
t

|f |u ⩽

∞∫
t

w(x)p

 ∞∫
x

wp

 1
θp−1  x∫

0

|f |

 dx. (9)

Откуда  ∞∫
0

 ∞∫
t

|f |u

p

w(t)p

u(t)p
dt


1
p

⩽

⩽

 ∞∫
0

 ∞∫
t

[ ∞∫
x

wp

] 1
θp−1

w(x)p−1

w(x) x∫
0

|f |

 dx

p

w(t)p

 ∞∫
t

wp

− 1
θ

dt


1
p

≲
p,θ

∥f∥Cesp,w(I)

в силу неравенства Харди [9]

 ∞∫
0

 ∞∫
t

 ∞∫
x

wp

 1
θp−1

w(x)p−1|g(x)| dx


p

w(t)p

 ∞∫
t

wp

− 1
θ

dt


1
p

≲
p,θ

 ∞∫
0

|g|p
 1

p

,
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ибо для любого s∈ I выполнено s∫
0

w(t)p

 ∞∫
t

wp

− 1
θ

dt


1
p


∞∫
s

 ∞∫
x

wp


p′
θp−p′

w(x)p dx


1
p′

≈
p,θ

≈
p,θ


 ∞∫

s

wp

1− 1
θ

−

 ∞∫
0

wp

1− 1
θ


1
p  ∞∫

s

wp

( p′
θp−p′+1) 1

p′

⩽

 ∞∫
s

wp

 1
θp−

1
p+

θ−1
θp

= 1.

Кроме того, применяя (9) и неравенство Гёльдера, в случае u(0+) ̸=∞ получим
оценку

u(0+)θ−1

∞∫
0

|f |u ⩽ u(0+)θ−1

∞∫
0

w(x)p

 ∞∫
x

wp

 1
θp−1  x∫

0

|f |

 dx ⩽

⩽ u(0+)θ−1


∞∫
0

w(x)p

 ∞∫
x

wp


p′
θp−p′

dx


1
p′

∥f∥Cesp,w(I) ≈
p,θ

∥f∥Cesp,w(I).

При θp<1 оценка (8) имеет вид

∞∫
t

|f |u ⩽

 ∞∫
t

wp

 1
θp−1 ∞∫

t

w(x)p

 x∫
0

|f |

 dx. (10)

Откуда при p>1  ∞∫
0

 ∞∫
t

|f |u

p

w(t)p

u(t)p
dt


1
p

⩽

⩽

 ∞∫
0

 ∞∫
t

w(x)p−1

w(x) x∫
0

|f |

 dx

p

w(t)p

 ∞∫
t

wp

−p

dt


1
p

≲
p

∥f∥Cesp,w(I)

в силу неравенства Харди [9] ∞∫
0

 ∞∫
t

w(x)p−1|g(x)|dx

p

w(t)p

 ∞∫
t

wp

−p

dt


1
p

≲
p

 ∞∫
0

|g|p
 1

p

,

ибо для любого s∈ I выполнено s∫
0

w(t)p

 ∞∫
t

wp

−p

dt


1
p
 ∞∫

s

wp

 1
p′

= (p− 1)−
1
p


 ∞∫

s

wp

1−p

−

 ∞∫
0

wp

1−p


1
p ∞∫

s

wp

 1
p′

⩽

⩽ (p− 1)−
1
p .
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При p=1 из (8) следует оценка ∞∫
0

 ∞∫
t

|f |u

p

w(t)p

u(t)p
dt


1
p

=

∞∫
0

 ∞∫
t

w(x)

x∫
t

|f(s)|

 ∞∫
s

w

 1
θ−1

ds dx

 w(t)

u(t)
dt =

=

∞∫
0

w(x)

x∫
0

w(t)

u(t)

x∫
t

|f(s)|

 ∞∫
s

w

 1
θ−1

ds dt dx =

=

∞∫
0

w(x)

x∫
0

|f(s)|

 ∞∫
s

w

 1
θ−1 s∫

0

w(t)

 ∞∫
t

w

− 1
θ

dt ds dx =

=
θ

1− θ

∞∫
0

w(x)

x∫
0

|f(s)|

 ∞∫
s

w

1
θ−1

 ∞∫

s

w

1− 1
θ

−

 ∞∫
0

w

1− 1
θ

ds dx ⩽
θ

1− θ
∥f∥Ces1,w(I).

Кроме того, применяя (10) и неравенство Гёльдера, в случае u(0+) ̸=∞ получим
оценку

u(0+)θ−1

∞∫
0

|f |u ⩽ u(0+)θ−1

 ∞∫
0

wp

 1
θp−1 ∞∫

0

w(x)p

 x∫
0

|f |

 dx

⩽ u(0+)θ−1

 ∞∫
0

wp

 1
θp−1+ 1

p′

∥f∥Cesp,w(I) = ∥f∥Cesp,w(I).

Таким образом, (3) доказано при p<∞.
2. Случай p=∞. Используя (4) и (5), запишем норму элемента пространства

(L1(I),L1
u(I))θ,∞

∥f∥(L1(I),L1
u(I))θ,∞

= ess sup
y∈(0,∞)

y−θK
(
y, f, L1(I), L1

u(I)
)
=

= max

 ess sup
y∈(0, 1

u(0+) ]
y−θK(y, f, L1(I), L1

u(I)), ess sup
t∈(0,∞)

u(t)θK

[
1

u(t)
, f, L1(I), L1

u(I)

] =

= max

u(0+)θ−1

∞∫
0

|f |u, ess sup
t∈(0,∞)

u(t)θ

 t∫
0

|f |+ 1

u(t)

∞∫
t

|f |u

 . (11)

Для f ∈ (L1(I),L1
u(I))θ,∞ в силу равенства (11) выполняется условие

t∫
0

|f | < ∞ для любого t ∈ I. (12)

Из определения Cesp,w(I) для f ∈Cesp,w(I) также следует (12). Поэтому далее пред-

полагаем
∞∫
0

|f | ≠ 0 и выполнение (12).
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Определим N :=sup
{
k∈Z

∣∣∣2k<∞∫
0

|f |
}

и при k<N точку ak∈I равенством
ak∫
0

|f |=2k.

Кроме того, положим aN :=∞ при N <∞. Имеем

ess sup
t∈(0,∞)

u(t)θ
t∫

0

|f | = sup
k<N

ess sup
t∈(ak,ak+1]

u(t)θ
t∫

0

|f | ≈ sup
k<N

2ku(ak)
θ= sup

k<N
2k ess sup

t∈(ak,∞)

w(t) =

= sup
k<N

2k sup
k⩽j<N

ess sup
t∈(aj ,aj+1]

w(t) = sup
j<N

ess sup
t∈(aj ,aj+1]

w(t) sup
k⩽j

2k ≈ sup
j<N

ess sup
t∈(aj ,aj+1]

w(t)

t∫
0

|f | =

= ∥f∥Ces∞,w(I).

Откуда, учитывая равенство (11), вытекает оценка ∥f∥(L1(I),L1
u(I))θ,∞

≳∥f∥Ces∞,w(I).
В силу (11) для доказательства обратного неравенства достаточно показать спра-

ведливость неравенств

ess sup
t∈(0,∞)

u(t)θ−1

∞∫
t

|f |u ≲
θ

∥f∥Ces∞,w(I),

u(0+)θ−1

∞∫
0

|f |u ≲
θ

∥f∥Ces∞,w(I) (при u(0+) ̸= ∞).

Для k ∈ Z определим Ek :=
{
x ∈ I |u(x) ∈ [2k,2k+1)

}
. Применяя дискретизацию

и [10, Proposition 2.1], получим

ess sup
t∈(0,∞)

u(t)θ−1

∞∫
t

|f |u = sup
k∈Z

ess sup
t∈Ek

u(t)θ−1

∞∫
t

|f |u ≈
θ
sup
k∈Z

2k(θ−1)

∞∫
inf Ek

|f |u =

= sup
k∈Z

2k(θ−1)
∑
j⩽k

∫
Ej

|f |u ≈
θ
sup
k∈Z

2k(θ−1)

∫
Ek

|f |u ≈ sup
k∈Z

2kθ
∫
Ek

|f | ≲
θ

≲
θ

sup
k∈Z

u(supEk−)θ
supEk∫
0

|f | = sup
k∈Z

lim
t→supEk−

u(t)θ
t∫

0

|f | ⩽ sup
t∈(0,∞)

u(t)θ
t∫

0

|f | =

= ess sup
t∈(0,∞)

u(t)θ
t∫

0

|f | ≈ ∥f∥Ces∞,w(I).

В случае u(0+) ̸=∞

u(0+)θ−1

∞∫
0

|f |u = lim
t→0+

u(t)θ−1

∞∫
t

|f |u ⩽ sup
t∈(0,∞)

u(t)θ−1

∞∫
t

|f |u = ess sup
t∈(0,∞)

u(t)θ−1

∞∫
t

|f |u.

Таким образом, случай p=∞ доказан.
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Пусть 1⩽p0<p1<∞, θ0,θ1∈ (0,1), 1
γ := 1

p0
− 1

p1
. Предположим, существует вес u

такой, что

Cesp0,w(I) = (L1(I), L1
a0u(I))θ0, p0

, Cesp1,w(I) = (L1(I), L1
a1u(I))θ1, p1

.

Тогда
(∞∫

t

wp0

) 1
θ0p0

= a0u(t) и
(∞∫

t

wp1

) 1
θ1p1

= a1u(t) для t ∈ I. Следовательно, для

почти всех t∈ I, i∈{0,1} выполнено

−w(t)pi = aθipi

i θipi u(t)
θipi−1u′(t) ⇒ w(t) = aθii u(t)

θi− 1
pi |u′(t)|

1
pi .

Откуда для почти всех t∈ I

aθ00 u(t)θ0−
1
p0 |u′(t)|

1
p0 = aθ11 u(t)θ1−

1
p1 |u′(t)|

1
p1 ⇒ u(t)θ1−θ0+

1
γ =

aθ00
aθ11

|u′(t)|
1
γ

и

u(t)(θ1−θ0)γ+1 = −

[
aθ00
aθ11

]γ
u′(t).

При θ0 ̸=θ1 решением дифференциального уравнения является степенная функ-
ция

u(t) = c t
1

(θ0−θ1)γ , t ∈ (0,∞).

Так как u не возрастает, то (θ0−θ1)γ < 0. Из равенства (6) вытекает, что w — сте-
пенная функция.

При θ0 = θ1 =: θ решением дифференциального уравнения является функция
u(t)=e−ct, t∈ I, где c=(a1

a0
)θγ . Применяя (6), получим, что w=e−c̃t, t∈ I.

Следствие 1. Пусть 1 ⩽ p0 < p1 ⩽ ∞, β > 1
p0

, θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞], 1
pθ

:= 1−θ
p0

+ θ
p1

.
Тогда выполнено (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. При w = φβ и θi :=
1
2

(
1− 1

piβ

)
, i ∈ {0, 1}, в силу теоремы 1

получим
u(t) = ∥χ(t,∞)φβ∥

1
θi

Lpi (I) = c1(pi, β)φ2β(t), t ∈ I

и (
L1(I), L1

φ2β
(I)
)
θi, pi

=
(
L1(I), L1

c1φ2β
(I)
)
θi, pi

= Cespi,φβ
(I).

Так как θ0 < θ1, по теореме реитерации (a)(
Cesp0,φβ

(I),Cesp1,φβ
(I)
)
θ,p

=
(
(L1(I), L1

φ2β
(I))θ0, p0 , (L

1(I), L1
φ2β

(I))θ1, p1

)
θ,p

=

=
(
L1(I), L1

φ2β
(I)
)
θ′,p

,

где
θ′ = (1− θ)θ0 + θθ1 =

1

2

[
1− 1

β

(
1− θ

p0
+

θ

p1

)]
=

1

2

[
1− 1

pθβ

]
.
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В силу теоремы 1 (при w=φβ+ 1
p−

1
pθ

и θ=θ′) для t∈ I получим

u(t) =
∥∥∥χ(t,∞)φβ+ 1

p−
1
pθ

∥∥∥ 1
θ′

Lp(I)
= c2(p, β, pθ)t

( 1
pθ

−β) 1
θ′ = c2φ2β(t)

и (
L1(I), L1

φ2β
(I)
)
θ′,p

=
(
L1(I), L1

c2φ2β
(I)
)
θ′,p

= Cesp,φ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I).

Следствие 2. Пусть 1 ⩽ p0 < p1 ⩽ ∞, θ ∈ (0, 1), c > 0, w(t) = e−ct, t ∈ I. Тогда
выполнено (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 1 (при θ = 1
2 )(

L1(I), L1
w2

)
1
2 , p0

=
(
L1(I), L1

c0w2

)
1
2 , p0

= Cesp0,w(I),(
L1(I), L1

w2

)
1
2 , p1

=
(
L1(I), L1

c1w2

)
1
2 , p1

= Cesp1,w(I).

где c0 :=(cp0)
− 2

p0 , c1 :=(cp1)
− 2

p1 при p1<∞, c1 :=1 при p1=∞. По теореме реитера-
ции (b) и теореме 1(

Cesp0,w(I),Cesp1,w(I)
)
θ, pθ

=
(
(L1(I), L1

w2(I)) 1
2 , p0

, (L1(I), L1
w2(I)) 1

2 , p1

)
θ, pθ

=

=
(
L1(I), L1

w2(I)
)

1
2 , pθ

= Cespθ,w(I).

2. Результаты для пространств Копсона

Теорема 2. Пусть θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞], χ(0,x)w ∈ Lp(I) для любого x ∈ I. Тогда(
L1(I), L1

ũ(I)
)
θ,p

= Copp,w(I),

где ũ(t) :=∥χ(0,t)w∥
1
θ

Lp(I), t∈ I.

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1. Заметим толь-
ко, что для указанной функции ũ выполнено

K

(
1

ũ(t)
, f, L1(I), L1

ũ(I)

)
=

∞∫
0

|f(s)|min

(
1,

ũ(s)

ũ(t)

)
ds =

1

ũ(t)

t∫
0

|f |ũ+

∞∫
t

|f |, t ∈ I,

и при p<∞

∥f∥(L1(I),L1
ũ(I))θ,p

=

=

 1

(1− θ)p

ũ(∞)θ−1

∞∫
0

|f |ũ

p

+
1

θp

∞∫
0

w(t)

ũ(t)

t∫
0

|f |ũ+ w(t)

∞∫
t

|f |

p

dt


1
p

,
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при p=∞

∥f∥(L1(I),L1
ũ(I))θ,p

= max

ũ(∞)θ−1

∞∫
0

|f |ũ, ess sup
t∈(0,∞)

ũ(t)θ

 1

ũ(t)

t∫
0

|f |ũ+

∞∫
t

|f |

 .

Следствие 3. Пусть 1 ⩽ p0< p1⩽ ∞, β < 1
p1

, θ ∈ (0, 1), p ∈ [1,∞], 1
pθ

:= 1−θ
p0

+ θ
p1

.
Тогда выполнено (

Copp0,φβ
(I),Copp1,φβ

(I)
)
θ, p

= Copp,φ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I).

Д о к а з а т е л ь с т в о. При β < 1
p1

, w = φβ и θi :=
1

|β|+2

[
1
pi

− β
]
= 1−piβ

(|β|+2)pi
, i ∈

{0, 1}, в силу теоремы 2 для t ∈ I имеем

ũ(t) = ∥χ(0,t)φβ∥
1
θi

Lpi (I) = c1(pi, β)t
( 1
pi

−β) 1
θi = c1(pi, β)φ−|β|−2(t), t ∈ I,

и (
L1(I), L1

φ−|β|−2
(I)
)
θi, pi

=
(
L1(I), L1

c1φ−|β|−2
(I)
)
θi, pi

= Coppi,φβ
(I).

Так как θ0 > θ1, по теореме реитерации (a)(
Copp0,φβ

(I),Copp1,φβ
(I)
)
θ,p

=
(
Copp1,φβ

(I),Copp0,φβ
(I)
)
1−θ,p

=

=
((

L1(I), L1
φ−|β|−2

(I)
)
θ1, p1

,
(
L1(I), L1

φ−|β|−2
(I)
)
θ0, p0

)
1−θ,p

=
(
L1(I), L1

φ−|β|−2
(I)
)
θ′,p

,

где

θ′ = θθ1 + (1− θ)θ0 =
1

|β|+ 2

[
θ

(
1

p1
− β

)
+ (1− θ)

(
1

p0
− β

)]
=

1

|β|+ 2

[
1

pθ
− β

]
.

В силу теоремы 2 (при w=φβ+ 1
p−

1
pθ

и θ=θ′) для t∈ I получим

ũ(t) =
∥∥∥χ(0,t)φβ+ 1

p−
1
pθ

∥∥∥ 1
θ′

Lp(I)
= c2(p, β, pθ)t

( 1
pθ

−β) 1
θ′ = c2φ−|β|−2(t), t ∈ I

и (
L1(I), L1

φ−|β|−2
(I)
)
θ′,p

=
(
L1(I), L1

c2φ−|β|−2
(I)
)
θ′,p

= Copp,φ
β+ 1

p
− 1

pθ

(I).
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ABSTRACT

It is shown that a weighted Cesàro function space is the result of a real

interpolation of a Lebesgue space and a Lebesgue space with a special weight

determined by the weight of the Cesàro space. Applications to interpolation

of Cesàro spaces with power-law weight and interpolation of Cesàro spaces

with decreasing exponential weight are given.
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