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Задача томографии микрообъектов, сравнимых с шириной рентгеновского пуч-
ка, сведена к асимптотическому обращению обобщенного преобразования Радо-
на коэффициента поглощения излучения по вертикальным секторам с неболь-
шим углом раствора. Разработан численный алгоритм, основанный на экстра-
поляции нескольких томографических изображений, полученных в результате
обращения преобразования Радона по секторам с варьируемыми углами рас-
твора, определяемыми предварительно заданным фокусным расстоянием. Ре-
гулировка степени фокусировки, дополненная экстраполяционным уточнени-
ем, обеспечивает значительное улучшение качества изображений, особенно в
центральной части области и при реконструкции гладких функций.
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Введение

Обширный класс обратных задач для уравнений математической физики сводит-
ся к задаче обращения преобразования Радона [1–4], которая является частным слу-
чаем общей задачи интегральной геометрии. Задачи интегральной геометрии весьма
разнообразны и различаются как областями интегрирования искомых функций, так
и используемыми весовыми коэффициентами. К настоящему времени накоплен бо-
гатый опыт решения задач интегральной геометрии [5–9].

Применительно к микрофокусной рентгеновской томографии в нашей работе
рассматривается задача интегральной геометрии, заключающаяся в нахождении
функции по заданным интегралам вдоль вертикальных секторов с изменяемым уг-
лом раствора. На практике варьирования углов раствора можно достичь, например,
путем изменения фокусного расстояния от объекта до источника и детектора.
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Настоящая статья продолжает серию работ [10–15], посвященных применению
экстраполяционных методов для решения задач рентгеновской и акустической то-
мографии. Предложены экстраполяционные алгоритмы второго и четвертого по-
рядков точности относительно малого параметра, характеризующего угол раствора
сектора. Для демонстрации работоспособности и установления области применения
разработанных алгоритмов проведены вычислительные эксперименты.

1. Постановка задачи. Математическая модель микрофокус-
ной томографии

В работе рассматривается интегральное преобразование функции f(r), заданной
в единичном круге G={r=(x,y)∈R2 : |r|<1}, следующего вида:

(Rf)(ρ, φ, ε) =
1

2ε

φ+ε∫
φ−ε

ω·ω⊥+
√

(ω·ω⊥)2+1−ρ2∫
ω·ω⊥−

√
(ω·ω⊥)2+1−ρ2

f(ρω⊥(φ) + τω(φ′))dτdφ′, (1)

где ω(φ′)=(−sinφ′,cosφ′), ω⊥(φ)=(cosφ,sinφ), ω(φ′)·ω⊥(φ)=sin(φ′−φ), φ∈[0,2π), ρ∈
[−1,1] и φ′∈[φ−ε,φ+ε],ε>0. Интегральное преобразование (1) является обобщением
классического преобразования Радона

(R0f)(ρ, φ) = lim
ε→0

(Rf)(ρ, φ, ε) =

√
1−ρ2∫

−
√

1−ρ2

f(ρω⊥(φ) + τω(φ))dτ, (2)

которое представляет собой двумерное семейство интегралов от функции f вдоль
всевозможных прямых, проходящих через область G. Задача заключается в прибли-
женном нахождении функции f , если задана функция

(Rf)(ρ, φ, ε) = g(ρ, φ, ε) (3)

на некотором конечном наборе значений параметра ε.
В модели микрофокусной томографии функция f имеет смысл коэффициента

поглощения излучения. Дополнительное интегрирование в правой части соотноше-
ния (1) учитывает физические размеры детекторов и облучающей трубки, а также
расхождение рентгеновских лучей при фокусировке их в точки, лежащие на диа-
метре круга {r=ρω⊥,−1⩽ρ⩽1}, перпендикулярно вектору ω.

Например, если при фиксированных ρ и φ центры источника и детектора шири-
ной 2l2 находятся в точках ρω⊥(φ)− l1ω(φ) и ρω⊥(φ)+ l1ω(φ) соответственно, то

ε = arctg

(
l2
l1

)
,

где l1⩾ 1 — фокусное расстояние. Сканирование объекта происходит путем варьи-
рования переменных ρ∈ [−1,1] и φ∈ [0,π]. Уменьшение угла раствора ε может быть
достигнуто путем увеличения фокусного расстояния l1 (см. рис. 1).
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Рис. 1. Схема сканирования в микрофокусной томографии.

Так как рассматривается случай, когда параметр ε относительно небольшой, то
при асимптотической малости параметра ε можно применить традиционные мето-
ды обращения преобразования Радона, дополненные экстраполяционным уточнени-
ем решения по известным наборам функций (Rf)(ρ,φ,ε), заданным для различных
значений параметра ε= εi, i=1,2, .... В работе будут представлены результаты ис-
следований для экстраполяционных алгоритмов по двум и трем наборам исходных
данных.

2. Асимптотические разложения решения задачи томографии.
Экстраполяционные формулы

Для удобства продолжим функцию f нулем вне области G, тогда интегральные
преобразования (1), (2) можно переписать в виде

(Rf)(ρ, φ, ε) =
1

2ε

φ+ε∫
φ−ε

∞∫
−∞

f(ρω⊥(φ) + τω(φ′))dτdφ′, (4)

(R0f)(ρ, φ) =

∞∫
−∞

f(ρω⊥(φ) + τω(φ))dτ.

Предположим, что для подынтегральной функции f(ρω⊥(φ
′)+τω(φ′)) в соотно-

шении (4) справедливо асимптотическое разложение в достаточно малой окрестно-
сти точки φ′=φ:

f(ρω⊥(φ) + τω(φ′)) = f0(ρω⊥(φ) + τω(φ)) + f1(ρω⊥(φ) + τω(φ))(φ′ − φ)+

+ f2(ρω⊥(φ) + τω(φ))(φ′ − φ)2 + f3(ρω⊥(φ) + τω(φ))(φ′ − φ)3+

+ f4(ρω⊥(φ) + τω(φ))(φ′ − φ)4. (5)
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Подставляя разложение (5) в (4)и принимая во внимание, что при любом i=0, ... ,4

справедливо (Rfi)(ρ,φ,ε)=(R0fi)(ρ,φ), получим

(Rf)(ρ, φ, ε) = (R0f0)(ρ, φ) +
ε2

3
(R0f2)(ρ, φ) +

ε4

5
(R0f4)(ρ, φ). (6)

Когда функция g(ρ,φ,ε) в уравнении (3) известна для трех значений ε, тогда из (6)
получаем

(Rf)(ρ, φ, εi) = g(ρ, φ, εi) = (R0f0)(ρ, φ) +
ε2i
3
(R0f2)(ρ, φ) +

ε4i
5
(R0f4)(ρ, φ). (7)

Учитывая соотношения (7), перепишем полином (6) в форме Лагранжа

(Rf)(ρ, φ, ε) = g(ρ, φ, ε1)
ε2 − ε22
ε21 − ε22

ε2 − ε23
ε21 − ε23

+ g(ρ, φ, ε2)
ε2 − ε21
ε22 − ε21

ε2 − ε23
ε22 − ε23

+

+ g(ρ, φ, ε3)
ε2 − ε21
ε23 − ε21

ε2 − ε22
ε23 − ε22

. (8)

При ε=0 из (8) находим

(Rf)(ρ, φ, 0) = (R0f0)(ρ, φ) = g(ρ, φ, ε1)
ε22

ε21 − ε22

ε23
ε21 − ε23

+ g(ρ, φ, ε2)
ε21

ε22 − ε21

ε23
ε22 − ε23

+

+ g(ρ, φ, ε3)
ε21

ε23 − ε21

ε22
ε23 − ε22

. (9)

Применяя к обеим частям (9) обратное преобразование Радона R−1
0 , получаем

f(r) = (R−1
0 g)(r, ε1)

ε22
ε21 − ε22

ε23
ε21 − ε23

+ (R−1
0 g)(r, ε2)

ε21
ε22 − ε21

ε23
ε22 − ε23

+

+ (R−1
0 g)(r, ε3)

ε21
ε23 − ε21

ε22
ε23 − ε22

. (10)

Для получения формулы второго порядка малости по параметру ε достаточно всего
двух значений g(ρ,φ,ε1) и g(ρ,φ,ε2):

f(r) = (R−1
0 g)(r, ε1)

−ε22
ε21 − ε22

+ (R−1
0 g)(r, ε2)

−ε21
ε22 − ε21

, (11)

а для получения формулы нулевого порядка – всего одного значения:

f(r) = (R−1
0 g)(r, ε1). (12)

Фактически при использовании соотношения (12) восстановление функции f прово-
дится с помощью обращения классического преобразования Радона R−1

0 по заданной
функции g(ρ,φ,ε1) без экстраполяционного уточнения.
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3. Результаты тестирования экстраполяционных алгоритмов

Для обращения преобразования Радона (2) мы воспользовались алгоритмом сверт-
ки и обратной проекции [1, 2], который заключается в последовательном примене-
нии двух операций. На первом шаге выполняется свертка проекций (Rf)(ρi,φj ,ε),
−1⩽ρi⩽1, i=−Nρ,..,Nρ

vj,k =
1

Nρ

Nρ∑
i=−Nρ

wb(sk − si)(Rf)(ρi, φj , ε)

с некоторой достаточно произвольной фильтрующей функцией wb(s). В качестве
функции wb(s) нами выбрано одно из наиболее популярных в цифровой обработке
сигналов ядро Шеппа –Логана, сочетающее в себе вычислительную эффективность
и простоту реализации [1]. На втором шаге вычисляется дискретная обратная про-
екция

f̂(x, y, ε) =
2π

Nφ

Nφ∑
j=1

(
(1− u)vj,k + uvj,k+1

)
,

где Nφ — количество разбиений отрезка [0,π] по переменной φ. Ошибка между точ-
ным решением f и приближенным f̂ обусловлена как погрешностью дискретизации,
так и использованием обобщенных проекций (Rf)(ρi,φj ,ε), вычисляемых по форму-
ле (1), вместо проекций (Rf)(ρi,φj ,0), определенных соотношением (2).

В расчетах при сравнении точного решения f и приближенного решения f̂ бу-
дем использовать относительное среднеквадратичное отклонение δ. Для осуществ-
ления экстраполяционного уточнения функции f̂(x,y,ε) нам нужно несколько раз
провести обращение преобразования Радона при разных ε, для того чтобы восполь-
зоваться формулами (10)–(12). При вычислении функции f̂(x,y,ε) с помощью ал-
горитма свертки и обратной проекции использовались параметры разбиения для
преобразования Радона Nρ =200 и Nφ =600 с близким к оптимальному соотноше-
нию Nφ/Nρ=π [1].

В численных экспериментах роль тестовой функции f выполнял фантом Дерен-
зо [16], предназначенный для оценки разрешающей способности томографических
алгоритмов. Графическое изображение этого фантома приведено на рис. 2а. Фоно-
вое значение функции f равно нулю, а в круговых включениях функция принима-
ет значения, равные 1. На рис. 2b приведена реконструкция фантома по данным
(Rf)(ρi,φj ,ε1) при ε1=20, определенным на сетке (ρi,φj)∈ [−1,1]×[0,π], i=1,...,Nρ,
j=1, ... ,Nφ. На рис. 2с и 2d приведены изображения фантома Дерензо после экс-
траполяционного уточнения с использованием одного и двух дополнительных изме-
рений (Rf)(ρi,φj ,εi) при ε2=2.50 и ε3=30 соответственно. На рисунках показано,
что экстраполированные изображения более четкие, чем необработанные изображе-
ние 2b. Это подтверждается количественными характеристиками – среднеквадра-
тичная ошибка экстраполированных изображений меньше, чем неэкстраполирован-
ного. Причем экстраполирование по трем точкам дает наименьшую погрешность
восстановления (табл. 1, второй столбец). В следующих столбцах табл. 1 приведены
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(a) (b)

(c) (d)

Рис. 2. (a) — графическое изображение фантома Дерензо; (b) — реконструкция
фантома без экстраполяции при ε1 = 20; (c) — реконструкция после экстраполя-
ционного уточнения по двум точкам ε1 = 20, ε2 = 30; (d) — реконструкция после
экстраполяционного уточнения по трем точкам ε1=20, ε2=2.50, ε3=30.

значения среднеквадратичной ошибки восстановления фантома Дерензо при увели-
чении углов εi.

Отметим, что наибольшего прогресса удалось достичь при экстраполяционном
уточнении с углами ε1=40,ε2=50,ε2=60. В этом случае ошибка экстраполирован-
ного изображения в сравнении с неэкстраполированным изображением понизилась
в 51.595/33.522≈ 1.54 раза. При увеличении углов до значений ε1 = 110, ε2 = 120,
ε3=130 погрешность экстраполированного по трем точкам решения обратной задачи
превзошла ошибки неэкстраполированного и экстраполированного по двум точкам
решений. На рис. 3, 4 приведены томограммы, восстановленные при помощи формул
(10)–(12) по данным ε1=40, ε2=50, ε3=60 и ε1=110, ε2=120, ε3=130 соответственно.

Опираясь на результаты расчетов можно сделать вывод, что при небольших εi
использование экстраполяционных формул высоких порядков оправдано, а при воз-
растании εi предпочтительнее пользоваться экстраполяцией по двум точкам, либо
обходиться неэкстраполированным изображением. Такое заключение является след-
ствием неустойчивости процедуры экстраполяции и находится в полном согласии с
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Таблица 1. Относительная среднеквадратичная ошибка (в процентах) восстановле-
ния фантома Дерензо при помощи формул (10)–(12).

ε1 20 40 60 80 110

ε2 2.50 50 70 90 120

ε3 30 60 80 100 130

Ошибка восстановления
фантома без экстраполяции 36.172 51.595 63.829 71.744 78.157
по формуле (12) при ε = ε1

Ошибка восстановления фантома
с экстраполяционным уточнением 33.032 46.353 58.68 68.556 77.395

по формуле (11) при ε = ε1, ε3
Ошибка восстановления фантома
с экстраполяционным уточнением 32.274 44.689 57.077 67.366 77.069

по формуле (11) при ε = ε1, ε2
Ошибка восстановления фантома
с экстраполяционным уточнением 31.744 33.522 57.392 70.566 90.128
по формуле (10) при ε = ε1, ε2, ε3

теорией некорректных задач [17,18].
Для убедительной иллюстрации преимуществ алгоритмов экстраполяции мы рас-

смотрели тестовый пример для фантома, который описывается гладкой функцией
вида

f(x, y) = exp(−50(x+ 0.2)2 − 20(y + 0.2)2) + exp(−50(x− 0.15)2 − 20(y + 0.2)2)+

+ exp(−50(x− 0.4)2 − 45(y − 0.55)2) + exp(−50x2 − 45(y − 0.55)2). (13)

(a) (b) (c)

Рис. 3. (a) — реконструкция фантома Дерензо без экстраполяции при ε1 = 40;
(b) — реконструкция после экстраполяционного уточнения по двум точкам ε1=40,
ε2=60; (c) — реконструкция после экстраполяционного уточнения по трем точкам
ε1=40, ε2=50, ε3=60.



96 И.В. Прохоров, Д. В. Шкуратова

(a) (b) (c)

Рис. 4. (a) — реконструкция фантома Дерензо без экстраполяции при ε1 = 110;
(b) — реконструкция после экстраполяционного уточнения по двум точкам ε1=110,
ε2=120; (c) — реконструкция после экстраполяционного уточнения по трем точкам
ε1=110, ε2=120, ε3=130.

(a) (b)

(c) (d)

Рис. 5. (a) — графическое изображение фантома, заданного гладкой функцией (13);
(b) — реконструкция фантома (13) без экстраполяционного уточнения при ε1=150;
(c) — реконструкция с экстраполяционным уточнением по двум точкам ε1 =150,
ε2 =160; (d) — реконструкция с экстраполяционным уточнением по трем точкам
ε1=150, ε2=160, ε3=170.
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Фантом представляет собой сумму четырех гауссианов: вершины двух из них сосре-
доточены вблизи центра круга, а вершины двух других ближе к границе круга (см.
рис. 5а). В табл. 2 приведены относительные среднеквадратичные ошибки для фан-
тома (13), возникшие при экстраполяционном уточнении с помощью формул (10),
(11) и (12). В сравнении с фантомом Дерензо ошибка заметно уменьшилась да-
же для сравнительно больших значений ε, причем применение экстраполяционных
формул более высокого порядка становится намного эффективнее. Так, например,
для ε1 =100 ошибка восстановления по формуле четвертого порядка (10) меньше
ошибки формулы второго порядка (11) в 5 раз. Визуальный анализ полученных
изображений (см. на рис. 5b, 5c, 5d) иллюстрирует эффективность применения экс-
траполяционных алгоритмов для восстановления гладких функций.

Таблица 2. Относительная среднеквадратичная ошибка восстановления фантома,
заданного гладкой функцией (13), при помощи формул (10)–(12)

ε1 100 150 240 300

ε2 110 160 250 310

ε3 120 170 260 320

Ошибка восстановления
фантома без экстраполяции 9.293 17.362 29.127 34.178
по формуле (12) при ε = ε1

Ошибка восстановления фантома
с экстраполяционным уточнением 2.306 7.6 21.608 28.596

по формуле (11) при ε = ε1, ε3
Ошибка восстановления фантома
с экстраполяционным уточнением 1.994 6.979 20.931 28.203

по формуле (11) при ε = ε1, ε2
Ошибка восстановления фантома
с экстраполяционным уточнением 0.397 2.42 13.989 25.757
по формуле (10) при ε = ε1, ε2, ε3

Таблица 3. Относительная среднеквадратичная ошибка восстановления по формуле
(10) для фантома (13) в областях интереса G1 и G2 (рис. 6).

ε1 100 150 240 300

ε2 110 160 250 310

ε3 120 170 260 320

Ошибка в области G1 0.041 0.134 1.159 3.399
Ошибка в области G2 0.617 3.778 21.527 38.551

Еще одним важным аспектом модели микрофокусной томографии является нерав-
номерность качества изображений вне зоны фокусировки. Схема сканирования фо-
кусирующей системы, приведенной на рис. 1, в первую очередь направлена на увели-
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чение разрешающей способности в центре объекта. Качественный анализ изображе-
ний 5b, 5c, 5d и количественные оценки среднеквадратичных ошибок, вычисленных
в областях интереса G1 и G2 (см. рис. 6), свидетельствуют о достижении первооче-
редных целей фокусировки. Ошибка экстраполяции в области интереса G1, распо-
ложенной ближе к центру, на порядок меньше, чем ошибка в области G2.

Рис. 6. На изображении фантома, описываемого формулой (13), выделены области
интереса G1 и G2 в которых вычислена локальная среднеквадратичная ошибка.

Заключение

В работе исследована простейшая модель микрофокусной томографии, в осно-
ве которой лежит обобщенное преобразование Радона по вертикальным секторам с
небольшим углом раствора ε. Предложены асимптотические решения задачи обра-
щения интегрального преобразования второго и четвертого порядка точности, ос-
нованные на экстраполяции нескольких томографических изображений в область
сверхмалых значений параметра ε. Продемонстрирована эффективность экстрапо-
ляционных методов на фантоме Дерензо и фантоме, являющемся линейной ком-
бинацией нескольких гауссианов. Адаптивная регулировка уровня фокусировки ε,
дополненная экстраполяционным уточнением, позволяет добиться существенного
улучшения качества изображений, особенно в центральной части области и при вос-
становлении плавно меняющихся функций.

Ясно, что, переходя от идеализированной двумерной постановки задачи томогра-
фии к трехмерной, использующей конические источники излучения, также можно
применить экстраполяционный подход, предложенный в работе. Конические источ-
ники излучения, формируя узко направленный конусообразный поток, обеспечива-
ют направленную фокусировку и ограничивают зону взаимодействия излучения с
материалом объекта, что заметно сокращает возникновение рассеянных фотонов,
ухудшающих качество томографических изображений.
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ABSTRACT

The problem of tomography of microobjects comparable with the width of

an X-ray beam is reduced to the asymptotic inversion of the generalized

Radon transform of the radiation absorption coefficient over vertical sectors

with a small opening angle. A numerical algorithm based on the extrapo-

lation of several tomographic images obtained as a result of inverting the

Radon transform over sectors with variable opening angles determined by a

pre-selected focal length is developed. Adjustment of the degree of focusing,

supplemented by extrapolation refinement, provides a significant improve-

ment in image quality, especially in the central part of the region and in the

reconstruction of smooth functions.

Key words:microfocus tomography, Radon transform, extrapolation, Derenzo

phantom.
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