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Численная оптимизация толщин слоев
в 2D задачах дизайна магнитных

маскировочных оболочек

Рассматриваются задачи дизайна двумерных многослойных магнитных маски-
ровочных оболочек. Предполагается, что проектируемые оболочки состоят из
конечного числа кольцевых слоев разной толщины, заполненных изотропными
средами с неизвестными магнитными проницаемостями. С помощью оптимиза-
ционного метода рассматриваемые задачи сводятся к экстремальным и иссле-
дуются их свойства. Для численного решения рассматриваемых задач и опти-
мизации толщин слоев в проектируемой оболочке предлагается численный ал-
горитм, основанный на методе роя частиц. Полученные результаты численного
моделирования анализируются и сравниваются с результатами, полученными в
предыдущих работах. Показывается, что предложенный подход позволяет про-
ектировать более эффективные магнитные маскировочные слоистые оболочки
с переменными толщинами слоев и, в частности, с использованием только двух
доступных материалов, что позволит существенно упростить техническую ре-
ализацию маскировочного устройства.
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Введение

В настоящее время актуальным в современной математической физике остается
направление, развивающее технологии управления физическими полями в сплош-
ных средах. Основополагающие работы [1, 2] продемонстрировали, что с помощью
метода координатных преобразований (КП) и спроектированной специальным обра-
зом маскировочной оболочки возможно управлять распространением электромаг-
нитных волн так, что помещенный внутрь оболочки объект становится невидимым
для наблюдателя. Позднее принципы метода КП нашли широкое применение и в
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смежных физических задачах при разработке различных типов маскировочных и
экранирующих структур. В зависимости от свойств физических полей (волновых
или статических) можно выделить акустическую [3], магнитную [4], тепловую [5]
и электрическую [6] маскировки. Однако практическая реализация маскировочных
структур (оболочек), полученных с помощью метода КП, сталкивается с рядом недо-
статков, связанных со свойствами заполняющих оболочки материалов, а также с
геометрическими параметрами оболочек. В этой связи особую роль играет оптими-
зация параметров маскировочной оболочки, включающая определение ее формы,
числа слоев, толщин слоев и характеристик материала, заполняющего оболочку
(см., например, [7–10]). Разработка эффективных методов оптимизации позволя-
ет повысить эффективность маскировки, минимизировать рассеяние и искажения
поля при сохранении простоты технической реализации спроектированного устрой-
ства. Кроме того, учитывая, что задачи маскировки относятся к классу обратных
задач, для их решения часто используется оптимизационный метод решения обрат-
ных задач (см. [11–15]), разработанный академиком А.Н. Тихоновым [16]. Данный
метод при оптимизации многослойных маскировочных оболочек позволяет полу-
чить такие параметры, которые отвечают доступным природным или инженерным
материалам.

В настоящей работе предлагается новый подход к проектированию двумерных
многослойных магнитных маскировочных оболочек с целью улучшения получен-
ных ранее результатов рассматриваемой задачи. В новом подходе совмещены идея
использования оптимизационного метода решения обратных задач и численная оп-
тимизация с помощью метода роя частиц толщин слоев и параметров проектируемой
маскировочной оболочки. На основе сравнительного анализа полученных результа-
тов показывается, что предложенный подход позволяет проектировать более эффек-
тивные оптимальные магнитные маскировочные слоистые оболочки с переменными
толщинами слоев и, в частности, с использованием только двух доступных материа-
лов, что позволит существенно упростить техническую реализацию маскировочного
устройства.

1. Постановка прямой задачи магнитостатики на плоскости

Для того чтобы сформулировать магнитостатическую задачу на плоскости R2,
рассмотрим следующий сценарий. В плоскость R2 вносится магнитная маскировоч-
ная оболочка Ω= {x∈R2 : a< r= |x|<b}), дискретизированная на конечное число
элементарных слоев Ωm={x∈R2:Rm−1<r=|x|<Rm}, m=0,M+1, заполненных одно-
родными изотропными средами с постоянными магнитными проницаемостями µm.
Здесь Ω0= {|x|<a} — внутренность оболочки Ω, Ω∞

e = {|x|>b} — внешность обла-
сти Ω, a=R0, b=RM . Предполагается, что вне некоторого диска BR радиусом R, со-
держащего внутри себя Ωm, m=0,M , сосредоточены источники, создающие внешне
приложенное магнитное поле Ha=−∇Φa ([H]= A/м), отвечающее потенциалу Φa.
Наличие областей Ωm, m=1,M , в магнитном поле Ha приводит к появлению до-
полнительного поля (рассеяния) Φs в Ω∞

e .
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Обозначим через Φm сужение Φ|Ωm полного поля Φ=Φa+Φs на подобласть Ωm,
m=0,M+1, где ΩM+1 =Ω∞

e ∩BR. Тогда прямая задача нахождения полного поля
Φ=Φa+Φs сводится к нахождению M+2 полей Φm в областях Ωm, m=0,M , и Φs

в Ω∞
e путем решения следующей задачи магнитностатики:

∆Φ0 = 0 в Ω0, div (µm∇Φm) = 0 в Ωm, ∆Φs = 0 в Ω∞
e , (1)

Φm = Φm+1, µm
∂Φm

∂r
= µ(m+1)

∂Φm+1

∂r
при r = Rm, m = 0,M,

Φ0(x) = O(1) при r = |x| → 0, Φs(x) → 0 при r → ∞. (2)

Теоретические аспекты решения данной задачи были детально исследованы и
опубликованы научно-исследовательской группой под руководством Г.В. Алексеева
(см., например, [17,18]).

В важном частном сценарии, когда внешне приложенное магнитное поле
Ha=−∇Φa однородно в R2, т.е. когда Φa=−Harcosφ, Ha= |Ha|, решение прямой
задачи можно записать в форме: Φ[m]=(Φ0[m],Φ1[m],...,ΦM+1[m]), отвечающей M -
мерному вектору m=(µ1,µ2,...,µM ), составленному из значений магнитных проница-
емостей µm отдельных слоев Ωm, m=1,M . Используя метод разделения переменных,
поля Φm можно представить в виде [14,17]

Φ0(r, φ) = A0(r/b) cosφ в Ω0,

Φm(r, φ) = (Am(r/b) +Bm(b/r)) cosφ в Ωm, m = 1,M,

ΦM+1(r, φ) = (−Ha(r/b) +BM+1(b/r)) cosφ в ΩM+1.

Здесь A0, Am,Bm, BM+1, m=1,M — неизвестные константы и Ha=const.
Указанные выше неизвестные константы A0, Am,Bm, BM+1, m=1,M , могут быть

определены из условий непрерывности смежных полей Φm и Φm+1 на их общей
границе r=Rm, m=0,M , образующих систему из 2M+2 линейных алгебраических
уравнений:

−A0 +A1 +B1c
2
0 = 0,

−µ0A0 + µ1A1 − µ1B1c
2
0 = 0,

−Am −Bmc2m +Am+1 +Bm+1c
2
m = 0,

−µmAm + µmBmc2m + µm+1Am+1 − µm+1Bm+1c
2
m = 0, m = 1,M−1,

−AM −BM +BM+1 = Ha,

−µMAM + µMBM − µM+1BM+1 = µM+1Ha.

Здесь cm= b/Rm, m=0,M−1.
Учитывая тот факт, что задача магнитной маскировки относится к классу об-

ратных задач, введем ниже определение (см. [15]).
Под обратной задачей магнитной маскировки будем понимать задачу нахожде-

ния вектора m магнитных проницаемостей (µ1,µ2, ... ,µM ) маскировочной оболочки
(Ω,m), исходя из выполнения следующих двух независимых условий:

∇Φ0[m] = 0 в Ω0 (т.е. Φ0[m] = const в Ω0),

ΦM+1[m] = Φa|ΩM+1
в ΩM+1 (т.е. Φs[m]|ΩM+1

= 0).
(3)
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Первое условие в (3) означает, что внутреннее поле Φ0 внутри области Ω0 должно
быть постоянным, тогда как второе условие в (3) означает, что рассеянное поле Φs в
области ΩM+1 должно быть равно нулю. Оболочка (Ω,m), обеспечивающая выполне-
ние обоих условий (3), называется идеальной магнитной маскировочной оболочкой.

Частный случай нахождения вектора проницаемостей m из первого условия в (3)
определяет задачу экранирования (или внутренней маскировки), в то время как
нахождение m из второго условия в (3) отвечает задаче внешней маскировки.

2. Формулировка экстремальных задач

Для того чтобы решить обратную задачу (3), мы применяем оптимизационный
метод [16]. Следуя ему, сначала обозначим через Φ[m,d] = (Φ0[m,d],Φ1[m,d], ...,
ΦM+1[m,d]) решение прямой задачи (1)–(2), где M -мерный вектор m=(µ1,µ2,...,µM )

и (M−1)-мерный вектор толщин слоев d=(d1,...,dM−1) принадлежат, соответствен-
но, ограниченным множествам K, S, имеющим вид

K = {m = (µ1, µ2, ... , µM ) ∈ RM : 0 < µmin ⩽ µm ⩽ µmax}.
S = {d = (d1, d2, ... , dM−1) ∈ RM−1 : 0 < dm < b− a}.

Здесь заданные положительные константы µmin и µmax определяют нижнюю и верх-
нюю границы множества K.

Далее определим два функционала качества

Ji(m,d) =
∥∇Φ0[m,d]∥L2(Ω0)

∥∇Φa∥L2(Ω0)
, Je(m,d) =

∥ΦM+1[m,d]− Φa∥L2(ΩM+1)

∥Φa∥L2(ΩM+1)
,

и сформулируем экстремальную задачу полной маскировки

J(m,d) = (1/2)[Ji(m,d) + Je(m,d)] → inf, m ∈ K, d ∈ S. (4)

Для решения поставленной экстремальной задачи (4) мы применяем метод гло-
бальной стохастической оптимизации — метод роя частиц (МРЧ) [19]. В стандартном
МРЧ частицы взаимодействуют и перемещаются в пространстве поиска решений.
Для частицы с точкой положения xj=(mj ,dj) и скоростью vj обновление ее скоро-
сти на новом временном шаге происходит в два этапа по следующим двум формулам:

vi+1
j = wvi

j + c1r1(p
i
j − xi

j) + c2r2(pg − xi
j), xi+1

j = xi
j + vi+1

j .

Метаоптимизация, т.е. подбор, параметров МРЧ w,c1,c2,r1,r2 представляет собой
отдельную актуальную ветвь исследований [20]. В данной работе используются так
называемые универсальные значения этих параметров [21]: w=0.72900, c1=1.49445,
c2=1.49445, r1,r2∼N (0,1). Такой выбор значений параметров МРЧ обоснован тем,
что именно эти значения были рекомендованы исследователями для использования
в МРЧ в ряде научных статей и, в частности, в [20,21], связанных с проверкой ши-
рокого диапазона значений параметров МРЧ на наборе тестовых задач, и показали
высокую эффективность при решении ряда задач поиска минимума.
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3. Результаты вычислительных экспериментов

В данном разделе обсудим результаты численного решения экстремальной зада-
чи маскировки (4) с использованием разработанного оптимизационного алгоритма
на основе МРЧ для следующих исходных значений параметров: a=0.04 м, b=0.05 м,
R=1 м, µ0=µM+1=1 и для пары значений (0.0045;40), определяющих границы µmin

и µmax множества управлений K. Размер роя частиц N =25, количество итераций
L=120, магнитное поле Ha=−∇Φa, где Φa(r,φ)=−Harcosφ, Ha=|Ha|=1 А/м. Пусть
d=(d1,d2, ... ,dM−1) — вектор толщин слоев оболочки, который будет оптимизиро-
ваться с помощью МРЧ одновременно с оптимизацией магнитных проницаемостей,
исходя из условий Rm=min{Rm−1+dm,b}, a=R0<R1<R2<...<RM−1<RM = b.

Найдем решение экстремальной задачи маскировки (4) при значениях парамет-
ров µmin=0.0045 и µmax=40. Здесь µ=0.0045 соответствует известному метаматериа-
лу — ниобий-титановому сплаву [22]; µmax=40 соответствует магнитной проницаемо-
сти закаленной нержавеющей стали. Этой паре отвечает контраст µmax/µmin=8889.

В таблице 1 приведены данные, полученные в [23] для различных значений
M =1,16, где численный алгоритм, основанный на методе роя частиц, оптимизи-
ровал только магнитные проницаемости всех слоев. Отметим, что полученные этим
методом параметры отвечают схеме почти чередующегося дизайна 1-го либо 2-го
типа. В этой связи напомним, что точный чередующийся дизайн 1-го либо 2-го типа
характеризуется соотношениями

1-й тип: µopt
1 = µopt

3 = .. . = µopt
M−1 = µmin, µopt

2 = µopt
4 = .. . = µopt

M = µmax,

malt ≡ (µmin, µmax, ... , µmin, µmax);

2-й тип: µopt
1 = µopt

3 = .. . = µopt
M−1 = µmax, µopt

2 = µopt
4 = .. . = µopt

M = µmin,

malt ≡ (µmax, µmin, ... , µmax, µmin).

В то же время схема почти чередующегося дизайна 1-го либо 2-го типа, отвечающая
решению задачи маскировки, отличается тем, что равенство mopt=malt выполня-
ется для всех управлений µopt

m , за исключением последнего µopt
M , которое принимает

некоторое промежуточное значение между µmin и µmax: µmin⩽µopt
M ⩽µmax. В этом

отличии и состоит существенный недостаток найденного решения: когда найден-
ное значение µopt

M не соответствует какому-либо известному материалу, возникает

Таблица 1. µmin = 0.0045, µmax = 40, контраст µmax/µmin = 8889, mopt = malt,
кроме µopt

M : ⇔ почти чередующийся дизайн.

M µopt
1 µopt

M J(mopt)

2 0.0045 9.18 2.28 · 10−2

4 0.0045 17.95 1.47 · 10−3

10 40.0 0.96 2.17 · 10−4

16 40.0 20.04 5.84 · 10−5
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Таблица 2. µmin = 0.0045, µmax = 40, контраст µmax/µmin = 8889, mopt = malt: ⇔
чередующийся дизайн 1-го типа.

M µopt
1 µopt

M J(mopt,dopt)

2 0.0045 40.0 9.05 · 10−3

4 0.0045 40.0 9.53 · 10−4

10 0.0045 40.0 6.49 · 10−5

16 0.0045 40.0 3.37 · 10−5

техническая трудность, связанная с созданием этого материала и спроектирован-
ной маскировочной оболочки. Поэтому, несмотря на полученные малые значения
функционала качества в таблице 1, например, J(mopt)=5.84 ·10−5 при M =16, что
отвечает высокой эффективности многослойной маскировочной оболочки, реализо-
вать технически данные распределения mopt непросто. Для того чтобы избавиться
от указанного недостатка, в настоящей статье был разработан новый численный
алгоритм, оптимизирующий, помимо магнитных проницаемостей всех слоев, еще и
толщины этих слоев.

В таблице 2 приведены результаты численного решения экстремальной задачи
маскировки (4) в случае тех же параметров µmin =0.0045 и µmax =40 с использо-
ванием нового алгоритма. Сравнение результатов таблицы 2 с данными таблицы 1
показывает, что полученные параметры магнитных проницаемостей в таблице 2 от-
вечают схеме точного чередующего дизайна 1-го типа, то есть в точности mopt=malt.
Этого удалось достигнуть за счет переменных толщин слоев, вычисленных методом
роя частиц. Кроме того, минимальное значение функционала качества J хоть и
несущественно, но уменьшилось и достигло значения J(mopt,dopt)=3.37 ·10−5 при
M =16.

Таблица 3. Сравнение значений радиусов слоев при (а) M = 4 и (б) M = 10, i = 0,M .

(а) (б)

Ri old new
a = R0 0.04 0.04

R1 0.0425 0.0427

R2 0.045 0.0457

R3 0.0475 0.0488

b = RM 0.05 0.05

Ri old new
a = R0 0.04 0.04

R1 0.041 0.0409
R2 0.042 0.0418
R3 0.043 0.0428
R4 0.044 0.0438
R5 0.045 0.0448
R6 0.046 0.0458
R7 0.047 0.0468
R8 0.048 0.0478
R9 0.049 0.0490

b = RM 0.05 0.05
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Более того, в таблице 3 при M =4 и при M =10 сравниваются значения ради-
усов слоев, вычисленных в предыдущей работе [23] во втором столбце таблицы 3
и в настоящей статье в третьем столбце таблицы 3; на рисунке 1(а) схематически
изображена оптимизированная четырехслойная маскировочная оболочка со слоями
разной ширины, а на рисунке 1(б) для того же случая приведено поведение линий
уровня магнитного поля. Сравнение приведенных таблиц и рисунка 1 показывает,
что даже малейший сдвиг радиуса слоя позволяет спроектировать более эффектив-
ную маскировочную оболочку, обладающую простотой технической реализации.

Ω0

Ω1Ω2 Ω3Ω4 Ω5

μ0

μ1μ2μ3μ4μ0

a=R0

R1

R2

R3

b=RM

(а) (б)

Рис. 1. Схематическое изображение оптимизированной многослойной маскировоч-
ной структуры для случая M = 4 (а) и поведение линий уровня магнитного поля (б).

Замечание. Результаты численного решения рассматриваемой в статье задачи
магнитной маскировки для числа слоев M ∈ (16, 24] показали, что дальнейшее уве-
личение их количества свыше M = 16 приводит лишь к несущественному снижению
минимальных значений функционала качества и, следовательно, к незначительно-
му приросту эффективности проектируемой маскировочной оболочки. При попытке
дальнейшего увеличения M > 24 мы столкнулись с вычислительными трудностями,
связанными с ухудшением обусловленности рассматриваемой в статье системы ли-
нейных алгебраических уравнений. Указанная особенность является прямым след-
ствием принадлежности рассматриваемой обратной задачи магнитостатики к классу
некорректно поставленных задач.

Заключение

В настоящей работе предложен новый подход к проектированию двумерных
многослойных магнитных маскировочных оболочек. Задача магнитной маскиров-
ки предварительно с помощью оптимизационного метода решения обратных задач
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была сведена к соответствующей экстремальной задаче, для решения которой был
предложен и реализован новый численный алгоритм, основанный на методе роя
частиц. Указанный численный алгоритм позволяет оптимизировать не только пара-
метры в виде магнитных проницаемостей слоистой структуры оболочки, но и тол-
щину каждого слоя. Такой подход к решению рассматриваемой задачи магнитной
маскировки позволяет получать оптимальные решения, которым отвечают в сравне-
нии с ранее полученными результатами более эффективные оболочки, обладающие
очевидной простотой технической реализации.
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ABSTRACT

The design problems of two-dimensional multilayer magnetic cloaking shells

are considered. It is assumed that the designed shells consist of a finite

number of circular layers of different thicknesses filled with isotropic media

with unknown magnetic permeabilities. Using the optimization method, the

problems under consideration are reduced to control problems and their

properties are investigated. For numerical solution of the problems under

consideration and optimization of layer thicknesses in the designed shell, a

numerical algorithm based on the particle swarm optimization method is

proposed. The results of numerical modeling are analyzed and compared

with the results obtained in previous works. It is shown that the proposed

approach allows designing more effective magnetic cloaking layered shells

with variable layer thicknesses and, in particular, using only two available

materials, which will significantly simplify the technical implementation of

the cloaking device.

Key words: magnetostatic model, inverse problem, cloaking, shell, optimiza-

tion, particle swarm optimization method.
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