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Введение

Пусть k⩾2 — натуральное число. Последовательностью Сомос-k называется чис-
ловая последовательность {Sn} (n∈Z), определяемая рекуррентным соотношением
k-го порядка

Sn+kSn =
∑

1⩽i⩽k/2

αiSn+k−iSn+i, (1)

где αi (1⩽ i⩽k/2) — постоянные. В дальнейшем будем предполагать, что Sn ̸=0 для
всех n.

Среди последовательностей Сомоса можно выделить класс, состоящий из по-
следовательностей конечного ранга. Последовательность {Sn} имеет конечный ранг
(см. [1]), если для любых m,n∈Z выполняются равенства

Sm+nSm−n =

r0∑
i=1

fi(m)gi(n),

Sm+n+1Sm−n =

r1∑
i=1

f̃i(m)g̃i(n)

с некоторыми fi(n), gi(n), f̃i(n), g̃i(n) и минимально возможными конечными r0,
r1. Число r=max(r0,r1) называется рангом этой последовательности. Э. Хоун [2] и
К. Сворт [3] показали, что для последовательности Сомос-4 при α1α2 ̸=0

Sn = ABnσ(nz + z0)

σ(z)n2 ,
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где A,B,z,z0∈C, а σ(z)=σ(z;g2,g3) — сигма-функция Вейерштрасса, ассоциирован-
ная с эллиптической кривой y2 =4x3− g2x− g3. Из теоремы сложения для сигма-
функции следует, что в общем случае ранг последовательности Сомос-4 равен 2. В
работе [4] (см. также [5, теорема 1]) показано, что последовательность

Sn = ABnCn2−1σ(nv + v0)

σ(v)n2

является последовательностью Сомос-6 и удовлетворяет рекуррентному соотноше-
нию (1) при k=6 с коэффициентами

α1 = C10 σ2(3v)

σ10(v)σ2(2v)

℘22(3v)− ℘22(v)

℘22(2v)− ℘22(v)
,

α2 = C16σ
2(3v)

σ18(v)

℘22(2v)− ℘22(3v)

℘22(2v)− ℘22(v)
,

α3 = C18σ
2(3v)

σ18(v)

(
℘11(3v)− ℘11(2v)

℘22(3v)− ℘22(v)

℘22(2v)− ℘22(v)
− ℘11(v)

℘22(2v)− ℘22(3v)

℘22(2v)− ℘22(v)

)
,

при условии, что

det

 1 1 1

℘12(v) ℘12(2v) ℘12(3v)

℘22(v) ℘22(2v) ℘22(3v)

 = 0.

Здесь σ :C2 →C — сигма-функция Клейна рода 2, ℘ij(u)=−∂2 lnσ(u)

∂ui∂uj
— гиперэл-

липтические функции Клейна, A,B,C ∈C, v,v0 ∈C2. В свою очередь, из формулы
сложения для сигма-функции Клейна (см., например, [6, гл. 5]) следует, что ранг
последовательности Сомос-6 равен 4.

В работе [7] были найдены формулы сложения для последовательности Сомос-4:

W 2
1 Sn+kSn−k =W 2

kSn+1Sn−1 −Wk+1Wk−1S
2
n,

W1W2Sn+k+1Sn−k =WkWk+1Sn+2Sn−1 −Wk+2Wk−1Sn+1Sn,

где Wk =
σ(kz)

σ(z)k2 . В статье А.В. Устинова [8] был предложен элементарный (не ис-

пользующий теорию эллиптических функций) подход к изучению свойств последо-
вательности Сомос-4.

В данной работе мы рассмотрим последовательность Сомос-6, удовлетворяющую
рекуррентному соотношению

Sn+3Sn−3 = αSn+2Sn−2 + γS2
n, (2)

в котором αγ ̸=0. Эта ситуация возможна, когда

℘22(2v)− ℘22(3v) = 0.

В этом случае

α2 = 0, α = α1 = C10 σ2(3v)

σ10(v)σ2(2v)
, γ = α3 = C18σ

2(3v)

σ18(v)
(℘11(3v)− ℘11(2v)),
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det

 1 1 1

℘12(v) ℘12(2v) ℘12(3v)

℘22(v) ℘22(2v) ℘22(2v)

 = (℘12(2v)− ℘12(3v))(℘22(2v)− ℘22(v)) = 0,

откуда
℘12(2v)− ℘12(3v) = 0.

Опираясь на некоторые идеи работы [8], мы устанавливаем следующие результаты.

Теорема 1. Для элементов последовательности {Sn}, определенной уравнени-
ем (2), при любых n, k ∈ Z выполняется равенство

Sn+kSn−k = akSn+4Sn−4 + bkSn+2Sn−2 + ckSn+1Sn−1 + dkS
2
n, (3)

в котором элементы последовательностей {ak}, {bk}, {ck}, {dk} удовлетворяют ре-
куррентным соотношениям

αγak−1ak+1 + akdk = 0,

αbk−1bk+1 + α2γakbk + (J + α3)akdk + ckdk − α2γIa2k = 0,

αγck−1ck+1 − (α2γJ + α5γ)akbk + (J2 + 3α3J + 2α6)akdk + γ2bkdk+

+(J + α3)ckdk − αγd2k = 0,

dk−1dk+1 − α2γakck − (α2γJ + α5γ)a2k = 0,

αγ(ak−1bk+1 + ak+1bk−1) + Iakdk − bkdk − α2γ2a2k = 0,

αγ(ak−1ck+1 + ak+1ck−1) + α2γakbk − (2J + 3α3)akdk − ckdk = 0,

γ(ak−1dk+1 + ak+1dk−1) + (J + α3)akbk + bkck − γ3a2k = 0,

αγ(bk−1ck+1 + bk+1ck−1) + α2γIakbk − (IJ + 2α3I + γ3)akdk + α3bkdk − Ickdk+

+(α2γ2J + α5γ2)a2k − α2γb2k = 0,

bk−1dk+1 + bk+1dk−1 + γ2akbk − (J + 2α3)akck − (γ2I + α3J + α6)a2k − c2k = 0,

γ(ck−1dk+1 + ck+1dk−1) + (γ2I − J2 − 2α3J − α6)akbk + γ3akck − αγIakdk−
−(J + α3)bkck + αγbkdk + (γ3J + α3γ3)a2k − γ2b2k = 0.

При этом

a0 = b0 = c0 = 0, d0 = 1,

a1 = b1 = d1 = 0, c1 = 1,

a2 = c2 = d2 = 0, b2 = 1,

a3 = c3 = 0, b3 = α, d3 = γ,

b4 = c4 = d4 = 0, a4 = 1.

Теорема 2. Для элементов последовательности {Sn}, определенной уравнени-
ем (2), при любых n, k ∈ Z выполняется равенство

Sn+k+1Sn−k = ãkSn+4Sn−3 + b̃kSn+3Sn−2 + c̃kSn+2Sn−1 + d̃kSn+1Sn, (4)
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в котором элементы последовательностей {ãk}, {b̃k}, {c̃k}, {d̃k} удовлетворяют ре-
куррентным соотношениям

αγãk−1ãk+1 + b̃k c̃k = 0,

αb̃k−1b̃k+1 + γãk c̃k + α2γã2k = 0,

γc̃k−1c̃k+1 − (α2J + α5)ãk b̃k − α2γãkd̃k = 0,

αd̃k−1d̃k+1 + (α2J + α5)ãk b̃k + γIãk c̃k + (J + α3)b̃k c̃k + γc̃kd̃k = 0,

αγ(ãk−1b̃k+1 + ãk+1b̃k−1)− α2ãkd̃k − c̃kd̃k = 0,

γ(ãk−1c̃k+1 + ãk+1c̃k−1) + (J + α3)ãk b̃k + γãkd̃k − αb̃k c̃k − γb̃2k = 0,

αγ(ãk−1d̃k+1 + ãk+1d̃k−1)− γ2ãk c̃k − Ib̃k c̃k + α2b̃kd̃k = 0,

γ(b̃k−1c̃k+1 + b̃k+1c̃k−1) + γIãk b̃k + α3ãkd̃k + γb̃kd̃k + αc̃kd̃k − γ3ã2k = 0,

α(b̃k−1d̃k+1 + b̃k+1d̃k−1)− α2γãk b̃k − (J + 2α3)ãk c̃k − γb̃k c̃k−
−(α2J + α5)ã2k − αc̃2k = 0,

γ(c̃k−1d̃k+1 + c̃k+1d̃k−1)− (IJ + α3I − γ3)ãk b̃k + αγ2ãk c̃k − γIãkd̃k−

−(J + α3)b̃kd̃k − γd̃2k = 0.

При этом
ã0 = b̃0 = c̃0 = 0, d̃0 = 1,

ã1 = b̃1 = d̃1 = 0, c̃1 = 1,

ã2 = c̃2 = d̃2 = 0, b̃2 = 1,

b̃3 = c̃3 = d̃3 = 0, ã3 = 1.

В сформулированных теоремах через I, J обозначены первые интегралы урав-
нения (2) (см. следующий параграф).

Замечание. Система рекуррентных соотношений в теореме 1 переопределена.
Если для некоторого k

ak−1 ̸= 0, bk−1 ̸= 0, ck−1 ̸= 0, dk−1 ̸= 0,

то для вычисления ak+1, bk+1, ck+1, dk+1 достаточно первых четырех соотношений,
в противном случае следует использовать остальные. Аналогичное замечание спра-
ведливо и для теоремы 2.

1. Вспомогательные сведения

Для любой последовательности {Sn} (n∈Z) положим

D(0)
S

(
m0, ... ,mr

n0, ... , nr

)
= det

(
(Smi+nj

Smi−nj
)ri,j=0

)
,

D(1)
S

(
m0, ... ,mr

n0, ... , nr

)
= det

(
(Smi+nj+1Smi−nj

)ri,j=0

)
.
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Пусть {Sn} — последовательность конечного ранга r. Тогда r — наименьшее нату-
ральное число, при котором выполняются равенства

D(0)
S

(
m0, ... ,mr

n0, ... , nr

)
= D(1)

S

(
m′

0, ... ,m
′
r

n′
0, ... , n

′
r

)
= 0

для любых mi, ni, m
′
i, n

′
i∈Z (i=0,... ,r) (см. [1]).

Введем новую переменную

hn =
Sn+1Sn−1

S2
n

и положим
Fk(n) =

Sn+kSn−k

S2
n

, Gk(n) =
Sn+k+1Sn−k

Sn+1Sn
.

Поскольку F−k(n)=Fk(n) и G−k(n)=Gk−1(n), то ограничимся случаем k⩾0. Функ-
ции Fk и Gk удовлетворяют рекуррентным соотношениям

Fk−1(n)Fk+1(n) = F 2
1 (n)Fk(n− 1)Fk(n+ 1),

Gk−1(n)Gk+1(n) = G1(n)Gk(n− 1)Gk(n+ 1)

с начальными значениями

F0(n) = 1, F1(n) = hn,

G0(n) = 1, G1(n) = hnhn+1.

Уравнение (2) в новых переменных принимает вид

hn−2h
2
n−1h

3
nh

2
n+1hn+2 = αhn−1h

2
nhn+1 + γ. (5)

Для дальнейшей работы нам будет удобнее представить Fk(n) и Gk(n) в виде
функций от четырех последовательных элементов последовательности {hn}, в ка-
честве которых выберем hn−2, hn−1, hn, hn+1. С этой целью введем отображение
T : (C\{0})4→C4 по формуле

Tu =

(
u2, u3, u4,

αu2u
2
3u4 + γ

u1u2
2u

3
3u

2
4

)
(u = (u1, u2, u3, u4))

и определим новые функции Φk и Ψk соотношениями

Φ0(u) = 1, Φ1(u) = u3,

Ψ0(u) = 1, Ψ1(u) = u3u4,

Φk−1(u)Φk+1(u) =Φ2
1(u)Φk(T

−1u)Φk(Tu),

Ψk−1(u)Ψk+1(u) =Ψ1(u)Ψk(T
−1u)Ψk(Tu),

(6)

где T−1 — обратное к T отображение, которое определяется равенством

T−1u =

(
αu1u

2
2u3 + γ

u2
1u

3
2u

2
3u4

, u1, u2, u3

)
.
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С помощью уравнения (5) нетрудно заметить, что

T (hn−2, hn−1, hn, hn+1) = (hn−1, hn, hn+1, hn+2),

поэтому из определения функций Fk, Φk, Gk, Ψk следует, что

Fk(n) = Φk(hn−2, hn−1, hn, hn+1), Gk(n) = Ψk(hn−2, hn−1, hn, hn+1).

Положим

I(u) = αγ

(
1

u1u2
+

1

u2u3
+

1

u3u4

)
+ γ(u1u2u3 + u2u3u4) +

γ2

u1u2
2u

2
3u4

,

J(u) = αγ

(
u1u2

u4
+

u3u4

u1

)
+ γ2

(
1

u1u2u3
+

1

u2u3u4

)
+

+α2γ

(
1

u1u2
2u3

+
1

u2u2
3u4

)
+

αγ2

u1u3
2u

3
3u4

+ γu1u
2
2u

2
3u4.

Уравнение (5) имеет два независимых первых интеграла (см. [5, равенства (2.5) и
замечание 5], [4] для общего уравнения Сомос-6)

I = I(hn, hn+1, hn+2, hn+3),

J = J(hn, hn+1, hn+2, hn+3).

Величины I и J не зависят от n, что равносильно выполнению для любого
u∈ (C\{0})4 равенств

I(Tu) = I(u), J(Tu) = J(u).

2. Доказательство теоремы 1

Ранг последовательности {Sn} равен 4, поэтому для любых целых k, n, n1, n2,
n3, n4

D(0)
S

(
n, n1, n2, n3, n4

k, 4, 2, 1, 0

)
= 0.

Разложив определитель по первой строке, получим равенство

D(0)
S

(
n1, n2, n3, n4

4, 2, 1, 0

)
Sn+kSn−k−

−D(0)
S

(
n1, n2, n3, n4

k, 2, 1, 0

)
Sn+4Sn−4 +D(0)

S

(
n1, n2, n3, n4

k, 4, 1, 0

)
Sn+2Sn−2−

−D(0)
S

(
n1, n2, n3, n4

k, 4, 2, 0

)
Sn+1Sn−1 +D(0)

S

(
n1, n2, n3, n4

k, 4, 2, 1

)
S2
n = 0.

Выбирая n1, n2, n3, n4 так, чтобы

D(0)
S

(
n1, n2, n3, n4

4, 2, 1, 0

)
̸= 0,
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получаем разложение (3), которое в терминах функций Φk имеет вид

Φk(u) = akΦ4(u) + bkΦ2(u) + ckΦ1(u) + dk.

Подставив его в первое из равенств (6), получим соотношение

ak−1ak+1Φ
2
4(u) + bk−1bk+1Φ

2
2(u) + ck−1ck+1Φ

2
1(u) + dk−1dk+1+

+(ak−1bk+1 + ak+1bk−1)Φ2(u)Φ4(u) + (ak−1ck+1 + ak+1ck−1)Φ1(u)Φ4(u)+

+(ak−1dk+1 + ak+1dk−1)Φ4(u) + (bk−1ck+1 + bk+1ck−1)Φ1(u)Φ2(u)+

+(bk−1dk+1 + bk+1dk−1)Φ2(u) + (ck−1dk+1 + ck+1dk−1)Φ1(u) =

= Φ2
1(u)

(
a2kΦ4(T

−1u)Φ4(Tu) + b2kΦ2(T
−1u)Φ2(Tu) + c2kΦ1(T

−1u)Φ1(Tu) + d2k
)
+

+akbkP24(u) + akckP14(u) + akdkP04(u) + bkckP12(u) + bkdkP02(u) + ckdkP01(u),

где
Pij(u) = Φ2

1(u)
(
Φi(T

−1u)Φj(Tu) + Φj(T
−1u)Φi(Tu)

)
.

Согласно первому соотношению в (6),

Φ2
1(u)

(
a2kΦ4(T

−1u)Φ4(Tu) + b2kΦ2(T
−1u)Φ2(Tu) + c2kΦ1(T

−1u)Φ1(Tu) + d2k
)
=

= a2kΦ3(u)Φ5(u) + b2kΦ1(u)Φ3(u) + c2kΦ2(u) + d2kΦ
2
1(u),

поэтому

ak−1ak+1Φ
2
4(u) + bk−1bk+1Φ

2
2(u) + ck−1ck+1Φ

2
1(u) + dk−1dk+1+

+(ak−1bk+1 + ak+1bk−1)Φ2(u)Φ4(u) + (ak−1ck+1 + ak+1ck−1)Φ1(u)Φ4(u)+

+(ak−1dk+1 + ak+1dk−1)Φ4(u) + (bk−1ck+1 + bk+1ck−1)Φ1(u)Φ2(u)+

+(bk−1dk+1 + bk+1dk−1)Φ2(u) + (ck−1dk+1 + ck+1dk−1)Φ1(u) =

= a2kΦ3(u)Φ5(u) + b2kΦ1(u)Φ3(u) + c2kΦ2(u) + d2kΦ
2
1(u)+

+akbkP24(u) + akckP14(u) + akdkP04(u)+

+bkckP12(u) + bkdkP02(u) + ckdkP01(u).

(7)

Далее нам потребуется выразить функции Pij и Φ5 через новые переменные I,
J , x1, x2, x4, где

I = I(u), J = J(u), x1 = Φ1(u) = u3, x2 = Φ2(u) = u2u
2
3u4, x4 = Φ4(u).

Для этого положим

u =

(
s, t, x1,

x2

tx2
1

)
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и вычислим значения интересующих нас функций:

I(u) =
1

x1x2st

(
γx2

1x2s
2t2 + αγx2

1st
2 + γx2

2st+ αγx2s+ αγx1x2 + γ2x1

)
,

J(u) =
1

x1x2st2
(
αγx3

1s
2t4 + γx1x

2
2s

2t3 + (γ2x2
1 + α2γx1)st

2 + (αγx2
2 + γ2x2)t+

+α2γx2 + αγ2
)
,

Φ4(u) =
1

x2st2
(
αγx3

1s
2t4 + (γ2x2

1 + α3x1x2 + α2γx1)st
2 + α2γx2 + αγ2

)
,

Φ5(u) =
1

x1x2st2
(
α3γx3

1s
2t4 + α2γx1x

2
2s

2t3 + αγ2x2
1x2st

3+

+(α2γ2x2
1 + α5x1x2 + γ2x3

2 + α4γx1)st
2 + αγ2x2

2st+

+(α3γx2
2 + α2γ2x2)t+ α4γx2 + α3γ2

)
,

P01(u) = x2
1t+

x2

t
, P02(u) = x3

1st
2 +

αx2 + γ

st2
,

P04(u) =
1

x2st

(
αγx2

1x2s
2t2 + γx3

2s
2t+ (α3x2

1x2 + α2γx2
1)st

2 + (α3x2
2 + α2γx2)s+

+(αγx1x
2
2 + γ2x1x2)t+ α2γx1x2 + αγ2x1

)
,

P12(u) = x1x2st+
αx2 + γ

st
,

P14(u) =
1

x1st2
(
αγx3

1s
2t4 + γx1x

2
2s

2t3 + (2α3x1x2 + 2α2γx1)st
2+

+(αγx2
2 + γ2x2)t+ α2γx2 + αγ2

)
,

P24(u) =
1

x1x2s2t3
(
αγx4

1x2s
4t6 + γx2

1x
3
2s

4t5 + (α3x2
1x

2
2 + α2γx2

1x2)s
3t4+

+(α4x1x
2
2 + 2α3γx1x2 + α2γ2x1)st

2 + (α2γx3
2 + 2αγ2x2

2 + γ3x2)t+

+α3γx2
2 + 2α2γ2x2 + αγ3

)
.

Рассматривая Pij(u), Φ4(u), Φ5(u), I(u), J(u) как функции от переменных s и t,
можно установить между ними следующие соотношения:

Φ5(u) = γΦ4(u) + γI(u)x2 − (γJ(u) + α3γ)x1 + α2J(u) + α5,

αγP01(u)− x1Φ4(u)− I(u)x1x2 + (J(u) + α3)x2
1 + γx2

2 = 0,

αγP02(u)− x2Φ4(u) + γ2x2
1 + α3x1x2 + α2γx1 = 0,

P04(u)− α3P01(u)−
γ

x1
(P01(u)P12(u)− x2P02(u))− αI(u)x1 + αγx2 = 0,

γP12(u) + Φ4(u)− (J(u) + α3)x1 = 0,

P14(u)− (J(u) + 2α3)x2 + γ2x1 − α2γ = 0,

P24(u)− (J(u) + α3)P12(u)− (αJ(u) + α4)x2
1 + αx1Φ4(u) + I(u)(αx1x2 + γx1)+

+αγx2
2 + γ2x2 = 0.

Из этих соотношений получаем нужные нам выражения для Pij(u), при этом пола-
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гаем Φ4(u)=x4:

P01(u) =
1

αγ

(
x1x4 + Ix1x2 − (J + α3)x2

1 − γx2
2

)
,

P02(u) =
1

αγ

(
x2x4 − α3x1x2 − γ2x2

1 − α2γx1

)
,

P04(u) =
1

αγ

(
α2γIx1 + (2J + 3α3)x1x4 + (IJ + 2α3I + γ3)x1x2−

−(J2 + 3α3J + 2α6)x2
1 − x2

4 − Ix2x4 − (γJ + α3γ)x2
2

)
,

P12(u) =
1

γ

(
(J + α3)x1 − x4

)
, P14(u) = (J + 2α3)x2 − γ2x1 + α2γ,

P24(u) =
1

γ

(
(J2 + 2α3J − γ2I + α6)x1 + (αγJ + α4γ)x2

1 − αγIx1x2 − αγx1x4−

−(J + α3)x4 − αγ2x2
2 − γ3x2

)
.

После подстановки в соотношение (7) значений

Φ1(u) = x1, Φ2(u) = x2, Φ3(u) = αx2 + γ, Φ4(u) = x4,

а также найденных выражений для Pij(u), Φ5(u) и переноса всех слагаемых в левую
часть получим в левой части полином от переменных x1, x2, x4. Приравняв нулю
его коэффициенты, получим систему рекуррентых соотношений из утверждения
теоремы 1.

3. Доказательство теоремы 2

Ранг последовательности {Sn} равен 4, поэтому для любых целых k, n, n1, n2,
n3, n4

D(1)
S

(
n, n1, n2, n3, n4

k, 3, 2, 1, 0

)
= 0.

Разложив определитель по первой строке, получим равенство

D(1)
S

(
n1, n2, n3, n4

3, 2, 1, 0

)
Sn+k+1Sn−k −D(1)

S

(
n1, n2, n3, n4

k, 2, 1, 0

)
Sn+4Sn−3+

+D(1)
S

(
n1, n2, n3, n4

k, 3, 1, 0

)
Sn+3Sn−2 −D(1)

S

(
n1, n2, n3, n4

k, 3, 2, 0

)
Sn+2Sn−1+

+D(1)
S

(
n1, n2, n3, n4

k, 3, 2, 1

)
Sn+1Sn = 0.

Выбирая n1, n2, n3, n4 так, чтобы

D(1)
S

(
n1, n2, n3, n4

3, 2, 1, 0

)
̸= 0,

получаем разложение (4), которое в терминах функций Ψk имеет вид

Ψk(u) = ãkΨ3(u) + b̃kΨ2(u) + c̃kΨ1(u) + d̃k.
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Подставив его во второе из равенств (6), получим соотношение

ãk−1ãk+1Ψ
2
3 (u) + b̃k−1b̃k+1Ψ

2
2 (u) + c̃k−1c̃k+1Ψ

2
1 (u) + d̃k−1d̃k+1+

+(ãk−1b̃k+1 + ãk+1b̃k−1)Ψ2(u)Ψ3(u) + (ãk−1c̃k+1 + ãk+1c̃k−1)Ψ1(u)Ψ3(u)+

+(ãk−1d̃k+1 + ãk+1d̃k−1)Ψ3(u) + (b̃k−1c̃k+1 + b̃k+1c̃k−1)Ψ1(u)Ψ2(u)+

+(b̃k−1d̃k+1 + b̃k+1d̃k−1)Ψ2(u) + (c̃k−1d̃k+1 + c̃k+1d̃k−1)Ψ1(u) =

= Ψ1(u)
(
ã2kΨ3(T

−1u)Ψ3(Tu) + b̃2kΨ2(T
−1u)Ψ2(Tu) + c̃2kΨ1(T

−1u)Ψ1(Tu) + d̃2k

)
+

+ãk b̃kQ23(u) + ãk c̃kQ13(u) + ãkd̃kQ03(u) + b̃k c̃kQ12(u) + b̃kd̃kQ02(u) + c̃kd̃kQ01(u),

где
Qij(u) = Ψ1

(
u)(Ψi(T

−1u)Ψj(Tu) + Ψj(T
−1u)Ψi(Tu)

)
.

Согласно второму равенству в (6),

Ψ1(u)
(
ã2kΨ3(T

−1u)Ψ3(Tu) + b̃2kΨ2(T
−1u)Ψ2(Tu) + c̃2kΨ1(T

−1u)Ψ1(Tu) + d̃2k

)
=

= ã2kΨ2(u)Ψ4(u) + b̃2kΨ1(u)Ψ3(u) + c̃2kΨ2(u) + d̃2kΨ1(u),

поэтому

ãk−1ãk+1Ψ
2
3 (u) + b̃k−1b̃k+1Ψ

2
2 (u) + c̃k−1c̃k+1Ψ

2
1 (u) + d̃k−1d̃k+1+

+(ãk−1b̃k+1 + ãk+1b̃k−1)Ψ2(u)Ψ3(u) + (ãk−1c̃k+1 + ãk+1c̃k−1)Ψ1(u)Ψ3(u)+

+(ãk−1d̃k+1 + ãk+1d̃k−1)Ψ3(u) + (b̃k−1c̃k+1 + b̃k+1c̃k−1)Ψ1(u)Ψ2(u)+

+(b̃k−1d̃k+1 + b̃k+1d̃k−1)Ψ2(u) + (c̃k−1d̃k+1 + c̃k+1d̃k−1)Ψ1(u) =

= ã2kΨ2(u)Ψ4(u) + b̃2kΨ1(u)Ψ3(u) + c̃2kΨ2(u) + d̃2kΨ1(u)+

+ãk b̃kQ23(u) + ãk c̃kQ13(u) + ãkd̃kQ03(u)+

+b̃k c̃kQ12(u) + b̃kd̃kQ02(u) + c̃kd̃kQ01(u).

(8)

Как и в предыдущем параграфе, нам потребуются выражения функций Qij и Ψ4

через новые переменные I, J , y1, y2, y3, где

I = I(u), J = J(u), y1 = Ψ1(u) = u3u4, y2 = Ψ2(u) =
αu2u

2
3u4 + γ

u1u2u3
, y3 = Ψ3(u).

Положим
u =

(
s+ αy1

y2
,
t

y1
,
γy1
st

,
st

γ

)
и вычислим значения интересующих нас функций:

I(u) =
1

y1y2st

(
αy1y2s

2t+ γy1y2st
2 + (γ2y1 + αγy2)st+ γy1y

2
2s+ αγ2y21t

)
,

J(u) =
1

y1y2st

(
α2y2s

2t+ γ2y1st
2 + (γy1y

2
2 + αγ2)st+ αy1y

2
2s

2 + αγ2y21t
2+

+γ2y1y2s+ α2γ2y1t
)
,



120 М. А. Романов

Ψ3(u) =
1

y2s

(
αy2s

2 + (α2y1y2 + γ2)s+ αγ2y1
)
,

Ψ4(u) =
1

y1y2st

(
α3y2s

2t+ αγ2y1st
2 + α2y1y

2
2s

2 + α2γ2y21t
2+

+(α2γ2 + α4y1y2 + γ2y21y2)st+ αγ2y1y2s+ α3γ2y1t
)
,

Q01(u) =
1

γ

(
y2s+

γ2y1
s

)
, Q02(u) =

y1
γy2st

(
γ2st2 + αy22s

2 + αγ2y1t
2 + γ2y2s

)
,

Q03(u) =
1

γst

(
α2y2s

2t+ γ2y1st
2 + 2αγ2st+ γ2y1y2s+ α2γ2y1t

)
,

Q12(u) =
1

st

(
s2t2 + αy1st

2 + αy1y2s+ γ2y1
)
,

Q13(u) =
1

y1st

(
αy2s

2t+ y1y
2
2s

2 + γ2y21t
2 + 2α2y1y2st+ αγ2y1t

)
,

Q23(u) =
1

y2st2
(
α2y2s

2t3 + γ2y1st
4 + (α3y1y2 + αγ2)st3 + αγ2y21t

4 + α2y22s
2t+

+α2γ2y1t
3 + αy1y

3
2s

2 + (α3y1y
2
2 + αγ2y2)st+ γ2y1y

2
2s+ α2γ2y1y2t

)
.

Как и ранее, рассматривая Qij(u), Ψ3(u), Ψ4(u), I(u), J(u) как функции от пере-
менных s и t, находим между ними следующие соотношения:

Ψ4(u) = αJ(u)− αγy2 + γ2y1 + α4,

αγQ01(u)− y2Ψ3(u) + α2y1y2 + γ2 = 0,

γy2Q02(u) + α2γQ01(u)− y1y2J(u) + γy1y
2
2 + αγ2 = 0,

Q03(u)− α2Q01(u)− y1I(u) + y1Ψ3(u)− α2y21 − αγ = 0,

α3γy1Q01(u)− αγy2Q12(u) + y2Ψ3(u)(I(u)− Ψ3(u))− γy2J(u)+

+α4y21y2 + γ2y22 − α3γy2 + α2γ2y1 = 0,

αy1Q13(u)− γy2Q02(u)− α2γQ01(u) + γy1(I(u)− Ψ3(u))+

+α2γy21 − 2α3y1y2 − αγ2 = 0,

Q23(u)− α2Q12(u)− (I(u)− Ψ3(u) + α2y1)Q02(u) + αγy1Q01(u) + 2γ2y1 = 0.

Из этих соотношений получаем нужные нам выражения (полагаем Ψ3(u)=y3):

Q01(u) =
1

αγ

(
y2y3 − α2y1y2 − γ2

)
, Q02(u) =

1

γ

(
(J + α3)y1 − γy1y2 − αy3

)
,

Q03(u) =
1

γ

(
αy2y3 − α3y1y2 − γy1y3 + γIy1 + α2γy21

)
,

Q12(u) =
1

αγ

(
α2y1y3 − y23 + Iy3 + γ2y2 − γJ − α3γ

)
,

Q13(u) =
1

α

(
γy3 + (J + 2α3)y2 − γy22 − α2γy1 − γI

)
,

Q23(u) =
1

γ

(
(α2J + α5)y21 + (IJ + α3I − γ3)y1 + αγ2y2 − (J + α3)y1y3−

−γIy1y2 − αγJ − α4γ
)
.
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После подстановки в соотношение (8) значений

Ψ1(u) = y1, Ψ2(u) = y2, Ψ3(u) = y3,

а также найденных выражений для Qij(u), Ψ4(u) и переноса всех слагаемых в левую
часть получим в левой части полином от переменных y1, y2, y3. Приравняв нулю
его коэффициенты, получим систему рекуррентых соотношений из утверждения
теоремы 2.

4. Примеры

В заключение приведем значения коэффициентов разложений (3) и (4) для неко-
торых значений k:

a5 = γ, b5 = γI, c5 = −γJ − α3γ, d5 = α2J + α5,

a6 = −αJ − α4, b6 = αγ3, c6 = αJ2 + 3α4J − αγ2I + 2α7, d6 = γ4,

a7 = γ2J + α3γ2, b7 = α3J2 + 2α6J + α9 + γ5,

c7 = α3γ2J − γ4I + α6γ2, d7 = α2γ3I − α5γJ − α8γ.

ã4 = 0, b̃4 = −αγ, c̃4 = γ2, d̃4 = αJ + α4,

ã5 = γ2, b̃5 = γJ + α3γ, c̃5 = 0, d̃5 = α3J − γ2I + α6,

ã6 = γ2I − α3J − α6, b̃6 = γ4,

c̃6 = α2J2 + 3α5J − α2γ2I + 2α8, d̃6 = −γ3J − α3γ3,

ã7 = αγ3I − αγJ2 − 3α4γJ − 2α7γ,

b̃7 = α4J2 + 2α7J − αγ2IJ − α4γ2I + α10,

c̃7 = α3γJ2 + 3α6γJ − α3γ3I + 2α9γ + γ6,

d̃7 = αγIJ2 + 3α4γIJ − αγ3I2 + 2α7γI + αγ4J + α4γ4.
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