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Введение

Постановка краевых задач для диффузионных уравнений сложного теплообме-
на, использующих P1–приближение для уравнения переноса излучения, включа-
ет, как правило, краевые условия для температуры и для интенсивности излуче-
ния [1–6]. В работах [7,8] предложено для уравнений сложного теплообмена исполь-
зовать краевые условия только для температурного поля, а также выполнен анализ
однородных краевых задач, включающих уравнение четвертого порядка для темпе-
ратуры.

В данной работе доказана разрешимость и изучена устойчивость решений неод-
нородной краевой задачи для стационарных уравнений сложного теплообмена с гра-
ничными условиями Коши для температурного поля.

Рассмотрим краевую задачу для стационарных уравнений сложного теплообмена
в ограниченной области Ω⊂R3 с условиями Коши на границе Γ=∂Ω:

−a∆θ + bκa(|θ|θ3 − φ) = f, −α∆φ+ κa(φ− |θ|θ3) = g, x ∈ Ω. (1)

θ|Γ = θb, ∂nθ|Γ = qb. (2)

Здесь θ и φ — нормализованные температура и интенсивность теплового излучения,
усредненная по всем направлениям. Положительные физические параметры a, b, κa
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и α, описывающие свойства среды, определены в [3]. Функции f,g моделируют плот-
ности внутренних источников тепла и излучения. Через ∂n обозначаем производную
в направлении внешней нормали n к границе Γ.

Разрешимость краевой задачи (1), (2) в случае f =0,g=0 и описание множества
решений представлены в [7]. В настоящей работе доказано существование сильного
решения неоднородной краевой задачи (1), (2) и представлены достаточные усло-
вия, гарантирующие единственность и устойчивость решения. Статья организована
следующим образом. В первом параграфе получено операторное уравнение для тем-
пературного поля и показано, что оно определяет сильное решение краевой задачи.
Разрешимость задачи доказана в параграфе 2. В третьем параграфе выведено усло-
вие единственности и устойчивости решения краевой задачи (1), (2).

1. Формализация задачи. Операторное уравнение

Пусть Ω⊂R3 — ограниченная строго липшицева область, граница Γ которой со-
стоит из конечного числа гладких кусков и для Ω справедливы свойства 1,2 из [9,
гл.3, параграф 8]. Через Lp, 1⩽ p⩽∞ обозначаем пространство Лебега, а через
Hs — пространство Соболева W s

2 , Hs
0(Ω) — замыкание C∞

0 (Ω) по норме простран-
ства Hs(Ω), V ={v∈H2(Ω)∩H1

0 (Ω) : ∂nv|Γ=0}. Скалярное произведение и норму в
пространстве L2(Ω) обозначаем стандартным образом (·,·), ∥·∥, а в пространстве V
выбираем в виде [u,v]=(∆u,∆v), ∥u∥V =∥∆u∥. Справедливы неравенства непрерыв-
ности вложений функциональных пространств:

∥u∥C(Ω̄) ⩽ K0∥u∥V ∀u ∈ V ; ∥v∥2 ⩽ K1

∥∇v∥2 +
∫
Γ

v2dΓ

 ∀v ∈ H1(Ω).

Предполагаем, что исходные данные краевой задачи (1), (2) удовлетворяют усло-
виям

(i) θb = θ̂|Γ, qb = ∂nθ̂|Γ, где θ̂ ∈ H2(Ω); f, g ∈ L2(Ω); a, b, κa, α = const > 0.

Для вывода операторной формулировки задачи (1), (2) умножим второе уравне-
ние в (1) на b и сложим с первым уравнением. Тогда

−∆(aθ + αbφ) = f + bg,

и первое уравнение в (1) можно записать в виде

−a∆θ + h(θ) =
κa
α
(aθ + αbφ) + f, h(θ) = bκa|θ|θ3 +

aκa
α
θ.

Умножим это уравнение на функцию ∆v, где v∈V , и проинтегрируем по области Ω.
Тогда

(−a∆θ + h(θ),∆v) =
κa
α
(aθ + αbφ,∆v) + (f,∆v) = −κa

α
(f + bg, v) + (f,∆v).
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Полученное равенство содержит только температурное поле, которое представим в
виде θ= θ̂+y, где y∈V ,

(a∆y − h(θ),∆v) =
κa
α
(f, v)− (f,∆v)− a(∆θ̂,∆v) +

κab

α
(g, v) ∀v ∈ V. (3)

Определим нелинейный оператор A :V →V и элемент r∈V так, что ∀v∈V

[Ay, v] = (h(θ̂ + y),∆v), [r, v] =
κa
α
(f + bg, v)− (f + a∆θ̂,∆v).

Равенство (3) можно записать в виде нелинейного операторного уравнения в про-
странстве V .

Определение. Пара θ ∈ H2(Ω), φ ∈ L2(Ω) называется слабым решением зада-
чи (1), (2), если θ = θ̂ + y, где y ∈ V ,

ay −Ay = r, (4)

bκaφ = −a∆θ + bκa|θ|θ3 − f п.в. в Ω. (5)

Замечание 1. Из равенств (4), (5) следует, что ∆φ ∈ L2(Ω) и слабое решение
фактически является сильным. Действительно, равенство (5) — это первое уравне-
ние в (1). Используя (5), выводим из (4) равенство (αbφ+ aκaθ,∆v) = −(f + bg, v).
Поэтому αb∆φ + a∆θ = −f − bg почти всюду в Ω, и значит, ∆φ ∈ L2(Ω). Сложив
это равенство с первым уравнением в (1), получаем уравнение для φ. В дальней-
шем под решением задачи (1), (2) понимаем пару θ ∈ H2(Ω), φ ∈ L2(Ω),∆φ ∈ L2(Ω),
удовлетворяющую почти всюду в Ω уравнениям (1) и почти всюду на Γ условиям (2).

2. Разрешимость задачи

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i). Тогда существует решение зада-
чи (1), (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Установим разрешимость операторного уравнения (4). То-
гда пара θ = θ̂+y, φ = −a(bκa)−1∆θ+|θ|θ3−(bκa)

−1f будет решением задачи (1), (2).
Задача (4) равносильна отысканию неподвижной точки оператора 1

a (A+ r). По-
кажем сначала, что оператор A вполне непрерывен. Пусть ∥u1,2∥V ⩽ ρ. Заметим,
что

|h(θ1)− h(θ2)| ⩽ (2bκa(|θ31|+ |θ32|) + aκaα
−1)|θ1 − θ2|.

Тогда

[Au1−Au2, v] = (h(θ̂+u1)−h(θ̂+u2),∆v) ⩽ κa(4b(∥θ̂∥C(Ω̄)+K0ρ)
3+aα−1)∥u1−u2∥∥v∥V .

Полагая здесь v = Au1 −Au2, получаем

∥Au1 −Au2∥V ⩽ κa(4a
−1b(∥θ̂∥C(Ω̄) +K0ρ)

3 + α−1)∥u1 − u2∥.

Из последнего неравенства в силу компактности вложения V ⊂ L2(Ω) следует, что
оператор A вполне непрерывен. Таким образом, для доказательства разрешимости
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задачи (1), (2) достаточно на основании принципа Лере – Шаудера доказать равно-
мерную по λ ∈ (0, 1] ограниченность в пространстве V множества решений опера-
торного уравнения ay = λ(Ay + r). Указанное уравнение запишем в виде

(a∆y − λh(θ),∆v) = λ[r, v] ∀v ∈ V. (6)

Получим априорную оценку решения уравнения (6). В (6) полагаем v=y, θ= θ̂+y.
Тогда

a∥y∥2V + λ(h′(θ)∇θ,∇θ) = λ(h′(θ)∇θ,∇θ̂) + λ[r, y].

Здесь h′(θ)=4bκa|θ|3+aκa/α>0. Правую часть оценим, используя неравенства

(h′(θ)∇θ,∇θ̂) ⩽ 1

2
(h′(θ)∇θ,∇θ) + 1

2
(h′(θ)∇θ̂,∇θ̂),

[r, y] ⩽
a

2
∥y∥2V +

1

2a
∥r∥2V .

Тогда
a∥y∥2V + λ(h′(θ)∇θ,∇θ) ⩽ λ(h′(θ)∇θ̂,∇θ̂) + 1

a
∥r∥2V . (7)

Оценим сверху величину (|θ|3∇θ̂,∇θ̂). Пусть ψ= |θ|5/2signθ. Поскольку θ∈H2(Ω),
то ψ∈H1(Ω). Поэтому для ε>0 получаем

(|θ|3∇θ̂,∇θ̂) = (|ψ|6/5∇θ̂,∇θ̂) ⩽ ∥ψ∥6/5∥∇θ̂∥2L5(Ω) ⩽
3

5
ε5/3∥ψ∥2 + 2

5
ε−5/2∥∇θ̂∥5L5(Ω).

Заметим, что ∥ψ∥2⩽K1

(
∥∇ψ∥2+

∫
Γ

ψ2dΓ

)
, и при этом имеем

∥∇ψ∥2 =
25

4
(|θ|3∇θ,∇θ), ψ2|Γ = |θ̂|5.

Выберем ε так, что 3K1ε
5/3 = 4/5. Тогда из (7) следует равномерная по λ∈ (0,1]

оценка

a∥y∥2V ⩽ aκaα
−1∥∇θ̂∥2 + 4

5
bκa(3K1ε

5/3∥θ̂∥5L5(Γ) + 2ε−5/2∥∇θ̂∥5L5(Ω)) +
1

a
∥r∥2V . (8)

Оценка (8) влечет разрешимость уравнения (4), а значит, и задачи (1), (2).

3. Условия устойчивости решения краевой задачи

Оценка (8) справедлива для любого решения y=θ− θ̂ уравнения (4), и поэтому в
силу непрерывности вложения H2(Ω)⊂C(Ω̄) существует постоянная M , зависящая
только от a,b,κa,α,∥f∥,∥g∥,∥θ̂∥H2(Ω), такая, что

∥θ∥C(Ω̄) ⩽M.

Выведем достаточное условие единственности и устойчивости решения уравнения (4)
и краевой задачи (1), (2). Пусть

K2 = inf

{
1

4
∥∆v∥2 + κa

α
∥∇v∥2 : v ∈ V, ∥v∥ = 1

}
.
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Лемма 1. Величина K2 положительна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если K = 0, то найдется последовательность vm ∈ V та-
кая, что

∥vm∥ = 1,
1

4
∥∆vm∥2 + κa

α
∥∇vm∥2 → 0.

Последовательность vm сходится к нулю в пространстве V , а значит, и в L2(Ω), что
противоречит условию ∥vm∥ = 1.

Замечание 2. Из определения величины K2 следует неравенство

1

4
∥∆v∥2 + κa

α
∥∇v∥2 ⩾ K2∥v∥2 ∀v ∈ V. (9)

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i) и дополнительно 2
√
2bκaM

3 ⩽ Ka.
Тогда решение уравнения (4) существует, является единственным и устойчивым,

a∥y1 − y2∥V ⩽ 4∥r1 − r2∥V . (10)

Здесь y1,2 — решение уравнения (4) с правой частью r1,2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Существование решения уравнения (4) для любой правой
части r ∈ V следует из теоремы 1. Получим оценку устойчивости решения (10), из
которой будет следовать также единственность решения. Пусть r = r1 − r2,
y = y1 − y2, θ1,2 = y1,2 + θ̂. Вычитая уравнения (4), записанные для r1,2, получим

(a∆y − h(θ1) + h(θ2),∆v) = [r, v] ∀v ∈ V. (11)

В (11) полагаем v=y. Тогда

a∥y∥2V +
aκa
α

∥∇y∥2 = bκa(|θ1|θ31 − |θ2|θ32,∆y) + [r, y].

Правая часть равенства не превосходит (ε>0)

4bκaM
3

(
1

2ε
∥y∥2 + ε

2
∥y∥2V

)
+ ∥r∥V ∥y|∥V .

Выбирая ε так, что 4bκaM
3ε=a, получаем оценку

a

2
∥y∥2V +

aκa
α

∥∇y∥2 ⩽
8b2κ2aM

6

a
∥y∥2 + ∥r∥V ∥y|∥V ⩽ K2a∥y∥2 + ∥r∥V ∥y|∥V .

Левая часть неравенства с учетом (9) оценивается снизу через величину

a

4
∥y∥2V +K2a∥y∥2,

и поэтому получаем оценку устойчивости (10).

Замечание 3. Условие 2
√
2bκaM

3 ⩽ Ka теоремы 2 играет ключевую роль для
доказательства единственности решения и его устойчивости. Фактически это усло-
вие малости, которое выполняется, например, если характерный размер области Ω

и (или) величина 1/a достаточно малы.
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Оценка устойчивости (10) решения операторного уравнения (4) позволяет полу-
чать оценки устойчивости решения краевой задачи (1), (2) при изменении f,g или θ̂.
В качестве примера приведем следующий результат. Обозначим через K2 норму
оператора вложения V ⊂L2(Ω).

Теорема 3. Пусть выполняются условия (i) и дополнительно 2
√
2bκaM

3 ⩽ Ka.
Тогда решение краевой задачи (1), (2) существует, является единственным и устой-
чивым относительно изменений f ,

a∥θ1 − θ2∥V ⩽ 4 (K2κa/α+ 1) ∥f1 − f2∥, (12)

bκa∥φ1 − φ2∥ ⩽ (4(K2κa/α+ 1)(4KK2 + 1) + 1) ∥f1 − f2∥. (13)

Здесь θ1,2,φ1,2 — решение краевой задачи (1),(2) с правой частью f1,2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f = f1−f2. В этом случае [r, v] = κa

α (f, v)−(f,∆v),
и поэтому ∥r∥V ⩽ (K2κa/α+ 1) ∥f1 − f2∥. Оценка (12) следует из неравенства (10).

Для получения (13) заметим, что

bκa(φ1 − φ2) = −a∆(θ1 − θ2) + bκa(|θ1|θ31 − |θ2|θ32))− f,

и поэтому
bκa∥φ1 − φ2∥ ⩽ a∥θ1 − θ2∥V + 4bκaM

3∥θ1 − θ2∥+ ∥f∥.

Используя оценку (12), получаем (13).
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